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第 一 章 对 策 论 


在 我 们 生活 的 社会 中 ， 常 常 可 已 观察 到 各 种 各 样 带 有 竞争 性 
后 的 现象 。 例 如 ， 日 常生 活 中 的 下 棋 、 打 牌 、 球 赛 下 其 但 各 种 体 
育 竞赛 和 茶 些 游戏 ， 经 济 领 域内 的 广告 与 销售 活动 ， 贸 易 谈判 ， 
价格 竞争 ， 和 生产 管理 ， 政 治 领域 内 的 谈判 策略 ， 军 事 信 域内 约 进 
攻 与 防御 ， 战 略 与 由 术 等 等 这些 更 象 的 特征 是 冲 罕 观 方 始终 钼 
于 一 种 竞争 或 对抗 状态 中 ， 并 且 由 于 参与 竞争 的 双方 各 电 竺 到 不 
周 策 路 的 组 合 而 得 到 不 同 的 结果 。 这 种 带 有 竞争 性 质 的 现象 我 们 
称 之 为 对 策 现象 ， 或 篇 称 汐 对 策 ， 对 策 现象 虽然 虹 吾 为 人 和 们 所 闫 
注 . 介 最初 将 其 抽 锭 为 策略 的 数学 型 论 , 则 是 在 1921 年 举世 Horel 
作出 的 ，1928 年 J,V.,Neumann 证 明 的 最 大 最 小 值 定理 读 潜 宙 
示 了 对 策 现象 的 一 个 基 季 特性 。 在 二 次 大战 期 间 ， 出 本 在 空 事 和 
生产 中 提出 了 许多 对 策 问 题 ， 从 而 使 对 策 现象 成 为 许多 数 疆 家 猎 
究 的 对 象 。 在 获得 了 一 系列 的 成 捐 后 ， 形 成 了 数学 的 -一 个 明和 到 颁 
次 一 对 策 论 。1944 年 TY .Neumanan 利口 .Morgenstera 3 区 蕴 
《对 第 论 与 绝 济 行为 》 一 书 问世 ， 使 对 策 论 的 数学 理论 更 计 志 多 
种 党 着 ， 同 时 也 受到 了 各 方面 的 充分 重视 。 日 前 对 策 论 在 政治，、 
经 济 和 军事 活动 中 已 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 从 和 而 成 为 运筹 车 揭 一 个 
重要 组 成 内 窜 。 


81.1 对 策 现 象 的 基本 要 束 


对 策 论 是 研究 在 对 策 魂 象 中 ， 做 邵 者 为 争取 著 胜 庶 作 征 直 这 
药 的 数学 理论 各 方法 。 沪 有 此， 我 们 首先 通 证 几 个 室 例 来 曾 明 对 策 
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现 复 中 的 基本 要 素 是 什么 ， 然 后 骨 来 介绍 共有 关 的 数学 理论 和 
方法 。 

例 1.1 两 家 公司 为 分 享 某 种 产品 的 市 场 ， 正 在 各 自 氢 定 下 
-年 的 销 消 计划 ， 以 便 扩 大 销售 量 “该 产品 的 市 场 需求 量 设 为 定 
数 ， 一 终 扩 大 销售 量 ， 基 一 家 必 有 焉 少 销售 量 )。 每 家 公司 都 在 考 
庶 用 三 种 不 同 的 办 法 来 扩大 自己 的 销售 量 ， 即 ，( 1 改进 包装 ! 
《2 ) 加强 广 告 宣传 ，《 3 ) 适当 削 价 。 这 三 种 办 法 所 需 费 用 大 体 
相当 , 而 根据 公司 财力 每 家 公司 只 能 在 这 三 种 办 法 中 选用 一 种 .各 
种 办 法 的 组 合 对 于 公司 [ 销售 增长 的 百分点 如 表 1-1( 表 中 正 数 
表示 公司 1 销售 增长 数 ， 同 时 也 是 公司 工 销 焦 减 少数 ， 负 数 表 承 
公司 开销 售 减 少数 ， 同 时 也 是 公司 工 销售 增长 数 )。 问 各 公司 在 
不 知道 半 方 采用 哪 种 办 法 之 前 ， 如 何 作 出 自己 的 决策 ? 

表 1-1 


例 1.2 设 某 机 关 在 秋 初 便 要 决定 冬季 取 瑟 用 煤 的 贮藏 量 问 ' 
题 。 考虑 到 在 正常 的 冬季 气温 下 该 机 关 要 耗 煤 15 吨 ， 但 在 较 醒 
与 较 冷 的 冬季 则 要 分 别 耗 煤 10 吨 与 20 吨 。 人 心 设 煤 的 价格 随 着 冬 . 
季 赛 冷 程 寡 而 有 所 变动 ， 并 设 在 较 暖 的 、 正 常 的 与 较 准 的 冬季 气 . 
握 下 每 吨 煤 分 别 为 10 元 、15 元 与 20 元 。 又 设 在 秋 初 煤 的 价格 是 . 
每 吨 10 元 。 试 问 在 没有 关于 当年 冬季 的 准确 气象 板报 条 件 下 ， 
该 机 英 在 秋 初 应 买 坦 多 少 吨 煤 才 较 合理 ? 

如 轩 我 们 将 该 机 关 采 购 员 与 大 自然 看 作对 策 现象 中 的 冲突 双 . 
方 ， 则 机 关 采 购 员 在 秋 接 显然 有 三 种 不 同 的 方案 供 选 择 ， 它 们 术 
次 为 (1) 购 进 10 吨 ，{2 ) 购 进 5 号， (C32 购 进 20 量 。 面 
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厌 自 然 在 未 来 的 冬季 显然 也 而 临 善 三 种 不 同 的 气候 状态 ， 它 们 以 
次 为 《1) 较 瞬 的 冬季 ，( 2 ) 正常 气 刘 的 冬季 ! 《3 ) 较 准 的 冬 
季 . 考虑 到 该 机 关 在 冬季 取暖 用 煤 实际 所 耗 的 费用 应 等 于 秋 语 购 
进 煤 所 耗费 用 加 上 冬 息 供 煤 不 足 时 青 补 网 煤 所 耗费 用 之 和 。 因 休 
对 于 冲突 双方 的 每 一 种 方案 组 侣 ， 可 以 得 到 该 机 关 的 支付 费用 江 
1-25 表 中 各 负数 表示 机 关 村 出 的 费用 )。 


表 1 
支 从 下 各 太 直 
以 下 帘 多 
机 关 购 煤 方 案 ~ - 
C1) | 一 100 一 175 一 8 的 
Cay 一 150 一 15 站 - 250 
C3y | —200 — 200 一 200 


例 1.3 五 上 校 和 他 的 知人 都 打算 适当 地 分 配 和 月 已 的 兵力 乓 
占领 丽 全 据点 。 盘 设 瑟 上 校 有 阳 个 图 的 兵力 ， 获 方 有 二 个 碟 指 到 
力 ， 双 方 都 把 这 些 兵力 分 配 到 两 个 据点 去 。 瑟 上 校 有 五 种 他 的 
方案 求 分 瑟 他 的 四 个 团 的 兵 为 ， 敌 方 有 有 四 种 不 向 的 方案 来 分 配 其 
三 个 团 的 兵力 。 双 方 备 种 兵力 分 配方 案 的 组 合 对 上 被 米 说 其 得 
沁 如 中 1-3。 向 互 上 较 硒 不 知道 对 方 兵力 分 配 的 情况 下 ， 用 二 种 
方案 分 配 自己 的 兵力 ， 方 能 最 好 完成 任务 ? 


守 1-3 
上 蒋 、\ 朴 方 案 
一 仔 笑 {3, 0) Co 9) 《2，1? (C1. 21 

《4 起 0 及 
0, 4) 站 马 1 
3, 1) : 1 -1 3 
ttl: 3) 一 1 四 
tt, 2) 一 名 一 2 2 


由 芋 述 各 例 可 以 堵 册 ,在 各 种 备 样 的 对 策 现 象 中 , 它们 有 着 共 : 
癌 的 有 要素， 这 些 要 素 就 是 局 中 人 .策略 和 支付 , 以 下 来 逐一 介绍 。 


{一} 局 中 人 


一 场 竞 刍 〈 称 为 一 局 对 策 ) 的 参加 者 ， 称 为 局 中 人 。 如 例 
1.1T 中 的 公司 IT 和 公司 工 、 馈 1.2 中 的 机 关 与 大 自然 、 情 1.3 中 
的 五 上 校 和 他 的 栈 人 ， 都 是 局 中 人 。 有 显然， 局 中 人 理所当然 的 是 ， 
对 策 论 的 基本 辟 素 ， 因 为 如 果 没 有 参加 者， 就 不 会 出 现 觉 争 或 半 
争 现 象 ， 因 此 读 就 没有 对 策 现 象 . 但 要 注意 的 其 局 中 人 通常 指 的 
基 上 有 决策 和 的 参加 者 ， 而 不 是 既 无 决策 权 上 且 与 钙 局 无 关 的 人 。 局 . 
中 人 也 不 能 只 理解 为 一 个 人 ， 他 可 以 广义 地 理解 为 利害 一 格 的 集 . 
轩 、 公 司 、 球 队 等 。 局 中 人 述 请 以 视 为 自然 园 ， 如 气候 .病虫害 、 
自然 环境 等 等。 

对 策 现象 依 局 中 人 芍 多 少 而 分 为 一 人 对 策 、 二 人 对 笑 .多 人 
(5 人 人 ，m sa23) 对 第 。 所谓 上 人 对 策 并 非 捐 这 种 对 策 现 象 洛 好 
有 个 人 和 参加， 而 是 按照 箭 害 冲突 ， 一 切 参 加 者 都 阁 须 被 分 在 
个 互 斥 的 集体 旦 〈 每 个 人 只 能 属于 一 个 集体 1)。 每 个 集体 都 具 有 
共同 的 利益 ， 耐 不同 的 集体 利害 光 系 不 同 ,于 是 , 这 + 个 利害 不 一 
致 的 集体 即 可 姥 作 "个 局 中 人 。 如 玩 桥牌 ， 明 热 有 了 四 个 人 参加 ， 
但 因 南北 两 方 利益 一 致 ， 应 杭 为 一 个 局 中 人 ， 东 西 两 方 也 视 为 一 
个 局 中 人 。 因 此 桥 脐 属于 二 人 六 筑 。 

考虑 到 一 人 对 策 即 为 通常 意 广 下 的 最 大 化 问题 。 因 此 ， 不 管 
这 个 人 进行 选择 的 方案 为 有 限 个 或 无 限 个 ， 都 可 以 下 初等 数学 或 
徽 积 分 等 工具 来 解决 。 因 此 ， 对 策 论 只 考虑 二 人 以 上 对 策 。 


(二 》 繁 略 


号 中 人 在 一 局 对 策 中 为 对 付 对 方 而 采取 的 一 个 可 行 的 、 自 始 
理 终 通盘 筹 旭 的 行动 方案 ， 称 为 策略 。 策略 也 可 区 理解 为 局 中 人 
在 一 场 党 和 争 中 所 采取 的 一 个 从 头 到 久 的 全 部 完整 的 计划 方案 、 上 由: 
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此 下 亏 ， 一 全 策略 并 非 蜀 中 人 在 一 场 况 条 中 的 菜系 行 酒 让 和 案 ， 
联 每 沙 蛙 亲人 出 阅 孔 定 。 如 在 二 大 对 策 的 蒙 横 比赛 中 ， 甲 方 采 用 
“当头 类 ” 关 不 能 称 为 这 是 甲 方 的 一 个 策略 ， 因 为 它 上 只 是 甲 方 并 
栈 让 的 一 个 组 成 部 份 ， 我 们 把 它 叫 慌 一 个 “ 著 ?， 面 一 仿 策 赂 是 
可 能 包 售 状 有 限 人 个“ 着?*， 在 一 局 对 策 中 ， 局 申 人 的 一 个 策略 有 有 
时 楼 2 打 息 区 个 险 肛 去 完成 ， 我 们 把 这 种 阶 跨 思 敌 局 中 大 揭 “ 步 ?。 
局 中 上 的 一 个 策 耻 只 能 为 有 限 步 ,而 每 一 步 只 允许 包 售 有限 个 着 ， 
局 中 人 的 策略 的 全 体 称 为 这 个 局 中 人 的 策略 集 。 当 然 ， 在 一 局 对 
和 集中， 每 个 局 中 人 的 整个 行动 方案 也 可 以 只 取 一 步 ， 且 -一 步 中 只 
取 一 着 ， 如 在 例 II 中 局 中 人 大工 ( 公 司 工 ) 的 策略 有 三 个 ， 它 们 
分 别 是 “1) 屋 进 和 包装 (2 ) 机 强 广 告 宣 传 ，(3 ) 适 沿 前 价 。 
车 公 囊 下 代码 1，28，3 来 表示 ， 虽 局 中 人 1 了 (公司 1) 的 策 赂 
人 梨 为 :1，2，3}， 类 似 且 局 贝 人 站 ( 公 司 王 ) 的 策略 集 为 11， 
2，3}。 上 此外， 对策 现象 按照 局 中 人 策略 前 个 数 还 可 分 为 .将 
限 厅 箔 二 光 限 对 筑 ， 其 中 和 省 局 中 人 的 策略 均 上 共有 有 限 个 “或 策略 
集 为 有 有 丹 元 业 ) 的 对 筑 称 为 有 眼 对 簧 ， 而 局 中 人 的 策略 六 无 限 个 
《或 策略 集 为 无 限 元 集 ) 的 对 策 称 为 无 中 对 策 。 如 例 1.1 和 例 1.2 
中 年 个 局 中 人 的 筑 略 集 均 为 有 限 元 集 均 为 有 限 对 策 ， 但 在 经 济 领 
城中 鹿 价 格 竞 争 所 出 现 的 对 策 现 象 ， 因 为 绸 人 对 的 价格 多 种 多 样 ， 
所 以 作为 策略 可 以 有 无 限 多 个 ， 有 嗓 局 中 人 的 策略 集 为 无 限 元 集 ， 
到 市 此 种 对 策 现 象 为 无 限 对 策 。 

我 们 把 每 个 局 申 人 的 策略 集中 各 取 一 个 策略 所 组 成 的 策略 给 


并 : 为 一 个“ 局 势 "。 如 例 1.1 中 -- 局 对策 的 局 势 有 9 人 个， 它们 分 
各 是 1 1 (1，27》 11，33 1， 2)，, 
《2，33 (8, 1), (383, 2}, (3, 3). 


(三) 支行 


一 二 对 策 绍 来 后 ， 辣 中 大 质 获得 的 结果 ， 称 为 支 什 (又 称 得 
医 ， 赂 得 }。 对 于 每 个 局 中 人 来 说 ， 可 以 是 按照 某 种 确定 的 帝 午 
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规则 得 了 多 少 或 失 了 多 少 ， 世 可 以 是 胜利 了 或 失败 本 ， 也 可 以 是 
收入 多 少 ( 赢 了 ) 或 支出 多 少 〈 输 了 ) 等 等 。 一 局 对 策 结 束 时 每 
个 局 中 人 的 支付 显然 是 每 个 局 中 人 策 赂 的 函数 ， 也 就 是 局 势 的 二 
数 。 因 此 ， 也 可 以 把 支付 称 为 支付 函数 ， 支 付 函 数 可 用 AC%， 
> ) 来 表示 ， 如 例 1.1 中 A 《1，22= 1 表示 在 一 局 对 策 中 ， 
当局 中 人 1 采用 策略 1 ， 同 时 局 中 人 下 采用 策略 2 时 ， 局 中 人 1 
所 得 到 的 销售 增长 额 为 1 名， 43，3) 一 一 2 表示 在 一 局 对 筑 
中 ， 当 局 中 人 工 采取 策略 3 ， 同 时 局 中 人 开采 取 征 咯 3 时 ， 局 中 
人 工 的 销售 减少 千 为 2 多。 如 果 在 任 一 局 势 中 所 有 局 中 人 支付 相 
加 总 是 零 ， 则 称 这 种 对 策 为 零 和 对 策 ， 否 列 称 为 非 零 和 对 策 。 
经 济 领域 中 的 对 策 现象 有 不 少 是 非 零 和 的 ， 这 是 因为 一 个 经 济 过 
程 总 是 层 增 加 (或 减少 ) 财 窗 。 


$1.2 委 阵 对 策 


逢 阵 对 筑 又 称 二 人 人 零 和 有 限 对 策 ， 这 种 对 策 模 型 嗓 然 是 简单 
锥 ， 但 它 确 是 非常 重要 的 ， 因 为 一 些 复杂 的 对 策 模型 都 可 转化 为 
矩阵 对 策 来 求解 
由 上 述 定 义 可 知 扫 阵 对 第 的 局 中 人 只 有 两 个 ， 我 们 分 别 用 
卫 ,、P 来 表示 ， 每 个 局 由 人 者 只 有 有 限 个 策略 可 供 选择 《为 了 
和 和 后面 的 概念 区 别 ， 我 们 把 这 里 的 策 格 称 为 纯 策 略 ). 设 忆 的 
纯 策 路 及 个， 用 ae …，a 来 表示 ， 辣 的 纯 策 
酷 有 9 个 用 用 ，B，…， 户 ，…， 及 来 类 示 。 我 们 用 5, 表示 
局 中 人 书 ; 的 策 格 集 ，ss 表示 局 中 入 卫 , 的 策略 集 ， 则 
Si= {Rs Gg Gi dm 
Ss= {Bi Pay 7 月， 用 
宙 于 对 策 是 零 和 的 ， 因 此 在 一 局 对 策 结 京 时 ， 局 中 一 入 的 收入 吉 
纤 于 局 中 男 一 人 的 支出 ， 


» € 


在 本 童 中 我 们 假定 ， 启 中 人 的 每 个 策略 具 需 一 个 阶段 是 上 证 完 
成 ， 因 此 每 个 策略 只 有 一 步 . 

由 于 在 姑 隆 对 策 中 ,局 中 人 ,和 局 中 入 户 ; 的 纯 策略 均 上 内 
有 有 有 有 限 个 ， 帮 该 对 策 的 支付 除数 特 针 地 可 用 一 个 矩阵 


On Um ”Cnm- 
来 表示 。 其 中 ey 表示 当局 中 人 PP 取 纯 策略 0/， 同 时 局 中 人 也。 
取 纯 策 岂 PB; 时 局 中 人 己 的 支付 数 (arr0 时 天 示 书 政 入 ， 
gy 0 表示 书 支 出 )。 我 们 以 后 称 4 为 局 中 大 已 的 支付 宅 阵 或 
赢得 民 阵 ， 基 时 把 .4 守 阵 中 的 记 有 元 素 部 痪 成 它 的 相反 数 ， 则 它 
就 是 局 中 人 疡 的 支付 罕 阵 。 

对 于 一 个 矩阵 对 策 丙 言 ， 只 要 给 定 了 也 ,或 疡 的 一 个 支付 
夭 厂 ， 就 给 出 了 - -个 具体 的 对 策 现 象 ， 我 们 所要 研究 的 点 型 问题 
是 ， 在 琵 对 策 现象 中 ， 局 中 人 如何 选择 一 个 好 的 策 路 ， 使 其 赢得 
要 比 条 到 其 它 策 略 时 赢得 为 多 . 

一 般 情 涡 ， 闫 局 中 人 卫 , 的 支付 矩阵 为 


Tm Cn {mn 1 


起 4 一 {ai} mo 则 局 中 人 PP; 的 支付 拭 降 为 AY 一 (一 qjj)mxw。 它 
表明 局 中 入 了 PI 有 不 纯 策 略 31，Gs，…，0。， 或 已 有 策略 集 
$= {中 人 人 辣 有 +# 个 纯 策略 8,，Be，…， 
B， 或 了。 有 策略 集 Ss 二 {Bi， 记 ，…，JBr} 对 任 一 局 执 《a， 
B07{ 即 局 中 作 局 选 纯 策略 ww， 局 中 人 二 选 纯 策 略 Bi 所 构成 的 
局 势 ':。， 局 中 人 了, 根据 支付 矩阵 二 从 局 中 大 局; 处 收入 gi;/。 我 们 
把 这 个 年 阵 对 策 简 记 为 很 一 人 0， 了 


《一 ) 具有 粽 点 的 矩阵 对 策 和 最 优 纯 策 格 
为 了 阅 明 鞍点 的 概念 ， 我 们 首先 来 观察 如 下 例子 
例 1.4 设 给 定 对 策 C = 43,， ay A}, 其 中 光一 Ay Sas 
一 {PI， 有 ， 有 Ba，BJ， 局 中 人 PP, 有 安村 宕 阵 

一 8 3 1 20 
| 8 § 和 6 


一 4 一 2 0 一 


也 可 写成 表 1-4， 


Er 


观察 忆 , 的 支付 算 阵 4 可 以 看 出 ， 局 中 人 也, 的 最 大 记得 基 
20， 了 了 , 要 赢得 20 就 应 选择 纯 策 赂 ai。 然 而， 与 此 同时 局 中 人 
了 ,根据 支付 矩阵 也 在 考 虚 ， 他 根据 P, 想 赢得 20 这 种 心理 状 奏 
就 决定 选用 纯 人 策略 A,， 这 样 可 使 局 中 人 已 不 但 不 能 赢得 20 芭 
而 要 支出 5。 同 样 ,局 中 人 已 根据 支付 低 阵 4 想 启 得 最 大 信 5， 
就 应 选用 纯 策 略 及 或 启 ， 此 时 局 虫 人 到 也 可 采取 选 纯 策 赂 噬 
或 ai 溢 对 从 六， 使 已 反而 支出 5 或 320， 所 以 ， 如 果 局 中 人 已 
与 P, 都 是 冷静 区 商 又 不 肯 险 的 话 ， 则 稳妥 的 做 法 应 该 是 从 最 坏 
的 情形 中 去 选择 一 称 最 好 的 结果 。 例 如 对 局 中 人 已 ; 而 言 ， 他 的 
最 坏 情 形 是 取 知 阵 .4 中 各行 的 最 小 元 尝 ， 它们 分 别 是 一 5， 
4。 一 5。 由 于 在 这 些 最 坏 情 形 中 的 景 好 结果 是 4， 因 此， 局 中 
大 号 | 内 要 选 出 部 策 蜡 就 可 以 不 管 户 中 人 Ps 选用 哪个 纯 策 略 ， 
他 的 收入 都 不 会 少 于 4。 同样 ， 局 中 人 P, 的 最 坏 情形 是 取 千 阵 
-44 中 各 列 的 最 大 元 束 ， 它 们 分 别 是 5，5，4，20。 在 这 些 报 坏 
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畏 形 中 的 最 好 者 也 是 上 4， 也 就 是 只 要 局 中 人 忆 . 选择 纯 策 咯 户 ,， 
不 管 局 中 大 已 选择 哪个 纯 策 略 ， 他 前 支出 都 不 会 多 于 4， 因 此 
上 只要 局 中 人 局，P 都 不 存在 侥幸 心理 去 冒 风 险 的 话 ， 就 虚 这 分 
强 选 取 纯 策略 &; 和 PB， 这 丁 个 纯 策 略 对 局 中 人 PP,， 让 来 洲 想 
是 最 稳妥 的 ， 否 则 就 有 可 能 更 吃亏 ，。 

在 一 般 情况 下 ， 疗 给 定 对 策 G= 位 ，S,，A}, 其 中 驴 

{oy Gy es Go) So= {fs Py i ,} 


| 


jo Gs YY OG mn | 


I dia oO My dis 


和 
| 
| 
| 
| 
| 
Dy {nr 四 全 7 如 mm | 


册 优 照 前 面 的 分 析 过 程 豆 拓 为 求 取 圭 述 意 广 下 的 解 ， 则 对 局 中 估 
六 :而 言 应 选 取 支 付 第 阵 4 的 各 行 中 最 小 元 素 的 最 天 者 ， 芭 广 算 
tnx mingy, 这 种 计算 的 含意 基 局 中 人 Pi 在 纯 策略 种 5 91 器 


轩 任 -生病 赂 w 时 ， 他 的 收入 至 少 是 wing 。 而 局 中 人 局 
电波 拉丝 导 找 其 中 最 好 的 纯 策 略 w， 以 使 他 收入 至 少 可 得 -mas 
mjney， 赔 样 ， 对 局 中 人 P; 而 言 。 就 应 选取 4 的 各 列 中 最 大志 
索 的 最 小 者 ， 即 计 算 min maxorh。 它 的 含意 是 局 中 人 产 在 纯 
策略 集 S 中 采用 任 一 纯 策 略 Bi 时 ， 他 的 支出 至 多 是 maxai,。 


耐 饥 中 人 产 也 可 通过 选择 / 来 寻找 其 中 最 好 的 纯 策 略 6;。 和 车 局 
中 人 忆 的 最 好 纯 策 略为 ww*， 局 中 人 P; 的 最 好 纯 策 略 为 及:* 
其 局 势 (es*、8*)》 所 决定 的 支付 为 @sye。 显 然 ， 对 任意 的 工 ， 
jj ， 有 不 等 式 byeaSaqsrsserr 成 立 。 于 是 有 


定义 Tt 对 于 抑 甸 对 策 嫩 一 人 9 Ss 本) 车 存在 这 样 人 的 : 
纯 策 略 axx，B*， 使 其 构成 的 局 势 【ar*， 有 ie) 有 BiJE<E09:< 
Gei 对 一 4，2， 1 2 拘 成 立 ， 则 
称 局 势 【aia， Be} 为 对 策 避 在 纯 策 略 意 义 下 的 解 ， gj 分 
别称 为 局 中 人 也,， 了 Ps 的 最 优 纯 策 略 ， 局 中 人 也 的 支付 1*:* 称 
为 对 策 避 的 值 ， 记 为 上 上 ec。 相应 的 正 整 数 对 (i*，7*) 称 为 窍 阵 
上 4 的 获 点 ， 由 4 构成 的 对 策 称 为 共有 鞍点 的 矩阵 对 策 、 

显然 ， 短 阵 对 策 有 解 ， 共 支 付 和 矩阵 4 必 有 鞍点 ， 上 反之 ， 若 支 
付 第 阵 4 有 笋 点 全 ，71， 期 对 策 前 解 就 是 鞍点 (i?，77) 所 对 
应 的 最 优 纯 策略 91x*，pBy* 所 组 成 的 局 势 Lar*，PBJ")。， 对 策 的 值 
Vo 也 就 是 支付 妹 阵 .4 中 向 点 (i ， 六 所 对 应 的 元 素 gi*j*， 它 
妖 基 矩阵 4 的 1 和 行 中 的 最 小 元 素 , 同时 又 是 六 列 中 的 最 大 元 索 . 
利用 上 上 述 竺 性 ， 可 以 用 来 求解 一 些 篇 单 的 矩阵 对 策 。 例 如 ， 若 在 
给 定年 阵 对 策 忆 的 支付 什 泗 中 合 有 这 样 的 元 素 a11， 它 始 是 ;i 行 
中 的 最 小 者 同时 又 基站 列 中 的 最 大 者 ， 则 (i ，7 了 了) 即 为 4 的 鞍 
点 ，ar 为 对 策 避 的 值 。 相 应 的 ww 为 局 中 人 了 了 的 最 优 纯 策 覆 ， 
B; 为 局 中 人 P, 的 最 优 纯 策略 ，(a， 有 B) 为 对 策 G 的 解 。 

例 1.5 给 定 矩 阵 对 策 G ={91，Ss， 有 4}， 其 中 今 ,= (gs 
ai， Cj ， Ss 一 {Bl，B,，Bs}， 局 中 人 P; 有 支付 第 阵 


一 1 3 2 ] 
4=| 4 3 2 
6 1 -| 


由 于 对 策 忆 有 圣 点 〈2 ，3J， 记 以 对 策 @ 有 解 《cs， 上 有 
Fe 一 2 。 也 就 是 说 ， 若 局 中 人 了 选择 最 优 纯 策略 4,， 邮 的 收入 
至 少 为 2 个 单位 .局 中 人 PP 选择 最 优 纯 策 略 8,， 他 的 支出 至 多 
也 为 2 个 单位 。 这 里 所 说 的 最 优 然 策 栈 当然 是 指 在 无 风险 的 情况 
下 而 言 , 因为 此 时 叶 合 局 中 人 把 富 忆 的 最 优 纯 策略 公开 告诉 对 方 ， 
也 不 能 政变 这 一 局 对 策 的 结果 . 

涡 要 指出 的 是 ， 并 非 任何 矩阵 对 策 在 纯 策 路 意义 下 都 有 和 解 ， 

里 i10 可 


我 们 只 需 观 察 如 下 同 子 即 可 , 
全 1.6 设 答 定 定 阵 对 策 骆 一 (9 Ss, A}, 其 中 5 一 Yi 
2 ，25 一 0， 及)}， 局 中 人 局 的 支付 所 阵 
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a 
显然 在 4 中 不 存在 这 样 的 元 素 gw 六 使 它 满足 既是 工行 中 的 最 小 
汇 案 了 又 是 7 了 列 中 的 最 大 元 素 ， 因 此 对 策 G 无 解 ， 妈 支付 息 陈 .4 翅 
贰 点 。 那 么 ， 帘 竞 在 什么 情况 干 矩 阵 对 策 @ 在 纯 策 略 意义 下 有 解 
疯 ? 以 下 定理 揭示 了 上 宇 阵 对 策 避 在 纯 策 略 意 义 下 有 解 的 本 质 ， 
定理 1.1 是 阵 对 策 二 15,，3S,， 4} 在 纯 策 略 意 义 下 有 解 
{或 支付 守 阵 .4 有 蒜 点 ) 的 充分 必要 条 件 是 


max ming=min maxes, 人 .13 
了 i 了 了 


证 明 ”充分 性 。 设 minay 在 1 二 f* 达 到 最 大 ，maxow 在 / = 
i t 
产 达 到 最 小 。 山 
minGss~ max mindy 
i i i 


maAXM Emin maxdy 
了 下 了 


击 条 和 件 
max mind:= min maxdy 
i i 了 

可 得 

minai™;™— maxa (1.2: 

上 i 

由 极 小 和信 定 义 可 因 

in dn ri 


MAXO I SA 
1 


此 即 对 一 村 上 = 站 、 2。… 玉 均 有 
ri 
及 根据 最 太 信 定义 及 (1.2) 式 可 得 对 一 切 一 1，2，…， 得 
均 有 
er 
故 对 一 茹 让 二 了，23， 一 ，m，j 二 1，2，*…， # 均 有 
CE 
由 定义 1.1 知 对 策 口 有 和 解 (Qi*，#Hi*)， 
必要 性 。 若 对 策 避 有 解 。 由 定义 1.1 丙 姑 存在 arx，Bi*， 和 使 
dt 
n 成 立 ， 因 而 


MAXES nin 《1 .37 
i 1 


由 于 


min maxg 人 maxdrs. 
1 i 二 


inger 刘 JS max minmy 
1 i ! 


综合 (1. 中 式 和 和 上述 二 式 可 得 


min maxomex in {1.4) 
1 1 1 i 


男 一 方面 ， 叉 由 极 大 值 和 极 小 值 定 浆 亲 知 对 i 二 1，2,…， 
1 i=1， i 站 在 


minGiySSGISSIEREGHH 
i 了 


页 对 了 一 1， 号 ，…p 加 有 


mindys<min maxmy 
了 i 


将 上 式 左 端 对 i 取 max， 则 有 
max mingrmin maxgy 《1.85} 
i 站 
由 民 .4) 与 《t.5) 可 得 
2 


ma mings ‘min ad 


推论 1.2 若 逢 阵 对 策 G 一 415。 5S,，A) 在 纯 策略 意义 下 的 
部 为 《a1*，Pr*)， 则 对 策 值 记 :二 ,xix 并 满足 等 式 


Qi; TT Max ming; ‘min Max 


证 栈 由 于 有 解 ， 出 定 理 1.1 必要 性 证 明 可 得 


min maXG ma [床上 人 本 “ming* smax mingiy 
了 i 


尘 根 据 定理 1.1 知 G 广 解 的 充 要 条 件 为 上 述 不 等 式 两 端 忆 村 
笑 ， 藤 


di min maxdi = max mingry 
f 1 | 


证 1.7 给 定 矩 阵 对 策 G = 19 SS,, A}， 人 一 (ai Cy Oar 
Gy Sa 一 1 六 ， ps: pers 局 中 人 了 有 支付 矩阵 


16 5 6 5 
| 4 2 -1 
”| 5 7 5 
0 2 6 2 
求 对 策 的 解 及 对 策 值 。 
解 经 计算 易 庆 


max ming=min maxdF™ 5 
i i i 


故 由 定理 1.1 知 对 策 GG 有 解 ， 其 解 为 (a, 2.),， (as, PA), a 
BY), (a, Bs), 对 策 值 c= 5 。 

观察 例 1,7 可 知 ， 知 阵 对 策 的 解 可 以 不 叭 一， 在 具有 非 叭 一 
解 的 矩阵 对 策 中 有 如 下 两 个 重要 的 性 质 ， 

《1 对策 值 的 无 差别 性 .车 C9， Bi)，(ai 局 .) 起 村 
第 忆 的 两 个 解 ， 刚 a j= a1,。 

这 本 由 定理 1.1 直接 推出 。 

《2) 解 的 可 交换 性 。 若 Qi,，PBy)，(t1,，Pi,》 是 短 阵 对 


i 


i 


策 忆 的 两 个 解 ， 央 (yp，Bi,)，(at,，P1,) 也 是 妇 的 两 个 解 ， 
读者 可 通过 例 1.7 验证 这 一 结果 的 正确 性 。 一 般 情形 读者 可 
根据 害 义 1.1 自己 证 明 ， 
手 1.8 求解 例 1.1。 此 定 阵 对 策 吕 = 人 5，4)， 其 中 
vi 一 9a- 《 收 进 包装 ， 加 强 广 告 宣 传 ， 适 当 判 价 }， 公 司 工 药 支付， 
经 阵 为 


站 一 


1 0 一 3 
解 经 计算 有 


max mindy—= min maxd= 1 
了 了 i i 


阁 由 定理 1.1 知 对 策 呈 有 和 解 (5;,，PB,)。 即 公司 工 以 加 强 广 告 守 
传 为 最 已 纯 策略 ， 也 时 公司 工 的 销售 赠 长 至 崔 为 1 铬 。， 公 司 工 则 
应 采取 政 进 包装 为 最 优 纯 策略 ， 这 样 它 的 销售 损失 就 不 会 多 
于 1 饮 。 

读者 还 可 具 行 证 明 例 1.2 有 解 ， 并 有 


max finary 一 mi maxd = — 200 
i i i i 


即 该 机 关 采 购 员 最 理 管 的 《最 多 灾 ) 的 方案 是 秋 初 购 进 20 吨 煤 .. 
显然 ， 这 个 结果 与 人 人 们 的 常识 上 的 推理 是 一 致 的 ， 
(二 ) 无 鞍点 的 矩阵 对 策 和 最 优 混合 策略 
我 们 从 秽 1.6 已 经 看 到 支付 知性 
6 1 
‘7 
过 4 
的 对 策 由 于 mia maxon 关 max minGiy， 辕 而 对 第 在 嫩 策 略 意 
1 i i i 
义 下 无 解 。 当 然 支付 托 阵 4 也 无 著 点 ， 局 中 大 也 找 不 到 各 自 的 最 
优 逢 策略 ， 国 而 求 不 出 纯 策 略 意义 下 的 对 策 慎 Fe。 那么 这 时 局 


”了 3 


惠 大 该 怎样 进行 对 策 呢 ? 注意 到 


max miinci :一 2 <min ta 一 4 
i 了 了 


它 说 明 局 中 人 P 的 收入 至 少 为 2 ， 但 局 中 人 请 的 支 由 可 不 多 于 

。 这 个 状 守 促使 局 中 人 已 尽力 使 自己 收入 多 于 3， 而 局 中 入 
也 , 则 尽力 使 自己 的 支出 少 于 4 。 在 这 种 情况 下 ， 假 定局 中 人 书 
能 够 发 现 也 所 选取 的 纯 策 略 ， 则 他 将 采取 Bi 使 的 收入 隆 为 
1 ( 攻 卫 采 用 纯 策略 ci) 或 者 最 多 收入 为 2 (车 P 采 用 纯 第 
略 a。， 央 了, 采用 纯 策 略 A )， 这 对 局 中 人 已, 来 说 当然 是 十 分 五 
利 的 。 同 样 ， 若 局 中 人 站, 能 够 发 现 〔 不 管用 什么 办 法 ) ,三 采 
用 的 纯 策 格 ， 则 可 采取 同样 的 措施 来 迫使 P 的 支付 为 了 或 5 ,这 
对 PP 当然 也 不 利 ， 册 此 可 知 ， 在 一 局 对 策 中 ， 扁 中 人 所 采 电 的 
钝 策略 的 保密 性 就 显得 十 分 重要 了 (回忆 在 有 竺 点 的 拭 阵 对 策 中 ， 
局 中 人 的 最 优 印 第 酷 并 无 保密 性 ， 在 那里 局 中 人 即使 公开 口 己 的 
最 优 纯 策略 也 不 会 提高 或 降低 他 们 各 自 的 竣 付 结果 ) .那么 怎 详 才 
能 使 对 方 无 从 了 解 自己 所 采用 的 策略 呢 ? 最 好 的 办 法 就 是 局 !: 王 入 
采用 随机 的 办 法 来 选择 自己 的 策略 ， 也 就 是 说 在 一 局 对 策 中 ， 局 
中 人 对 纯 策 略 的 选择 采用 某 种 随机 装置 来 决定 。 例 如 最 简单 似 : 
法 是 通过 第 四 章 的 计算 机 模拟 法 并 按照 其 一 概率 分 布 来 选取 # 入 
网 。 这 天 对方 事前 就 未 可 能 得 知 我 方 选择 的 是 哪个 纯 策 略 ， 演 2 
就 连 我 方 局 中 人 》 自己 事前 也 不 知道 ， 而 所 选择 的 纯 策 覆 兴 在 
最 后 时 刻 借助 于 随机 法 置 选 择 出 来 的 . 

对 于 例 1.6 来 说 ， 假 定局 中 人 了 以 轿 率 < 选择 引 策 了 略 w， 

以 概率 1 一 x 选择 纯 策 略 ws 局 中 人 六 以 概率 ?选择 纯 策 咯 ,， 
以 概率 1 一 ?选择 纯 筑 路 记 。 于 是 对 于 局 中 人 三 来 说 他 的 收入 
度量 庶 是 数学 期 望 五 (xx ，2? )， 并 可 求 得 


EClx, 7) 二 > yy Bry 


jl 
=6xy+ Xl Yl1—x)y 


* jj5 * 


+4f1 一 Al 一 了 


2 3 22 
< 一 地 > 一下 
将 上 述 思想 推广 到 一 般 的 对 第 现象 中 则 有 
{a oy Cin} Ss = {Ps 8, 


人 科 . 命 


二 一 一 
定义 1.2 对 给 定 的 滤 阵 对 第 ={,，S,:， 有 4},， 其 中 人 3,= 
矩阵 4 = (ar 我 们 把 纯 策 格 集 5,，3, 上 对 应 的 概率 向 量 
下 一 (2 Na te 志 ) (其中 > £ 


Us Bb.}, 局 中 人 号 有 支付 


一 2 
了 入 
2 w= 1 ) Y = 0 gr 3 (er yi 0 1 
EE=1 


" 
nn DF) y= 1) 分 别称 为 局 中 Pl，P; 的 混合 策略 ， 简 称 策 
f=1 


Li 


酷 。( 这 ，Y》 称 为 混合 局 势 。 我 们 今后 把 局 中 人 书 : 的 所 有 混合 
策略 所 成 集合 记 为 51 一 {对}， 局 中 人 局 的 所 有 混合 策略 所 成 集 
合 记 为 5S? 二 {YY}。 并 称 期 望 函 数 


j= 1 f= 


ElX, Y= 2 已 aPla=g, =p) 
一 DY uy 
i=1i j=1 


为 局 中 人 PP; 的 支付 【〈 或 支付 函数 )。 基 中 己 (a = 
1 ， 2 ， 


有 五 (G 一 GT) 一 %， 五 《月 一 及 一 


示 局 中 人 PP 皮 纯 策略 w、 局 中 人 忆 取 纯 策略 局 的 机 率 ， 并 
» 16 


+ 1 


p=Bi) 志 
f= 1， 2，, 
*。 显 然 ， 纯 策略 也 可 看 成 混合 策 栈 的 特 萄 情 形 。 
如 局 中 人 已 选取 纯 策 略 9/， 它 实际 上 就 是 采用 混合 策略 


tt) 
上 一 0， 3 0 1. 0, 


0) 
定义 1.3 设 算 阵 对 策 G = 从 3-，4)， 瑟 、 工 分 别 为 属 


审 六 拓 、 瑟 ,的 痪 和 访 ，3 一 (下 )，3 一 (了 ， 五 一 已 (了 ， 太 )。 
别称 "= 31，31， 五 ) 为 各 的 混合 扩充 . 

到 抠 乱 阵 对 策 侣 在 纯 策 略 意 疼 下 的 你 的 定 交 ， 可 以 得 亿 人 中 在 
获 合 襄 充 二 六 下 人 解 的 定义 如 下 。 

定 党 1.4 设 人 一 193，53， 玉 } 为 秆 阵 对 策 避 的 混 人 台 扩 充 ， 
如 时 下 3 ，3 中 存 宇 这 样 的 混合 局 势 CX*, 了 ), 对 一 切记 E54 
了 了 EES* 均 有 

BEX, YIOEECX, YEECCX, YY, 1.7) 

网 称 混合 局 势 {XA", 了 了") 为 对 策 避 在 混合 策略 音义 下 的 解 。A”， 
Y 分 器 称 为 局 中 人 只 ，P, 的 最 优 (混合 ) 策略 。 局 中 人 号 ,的 
支付 ECXY*，Y*) 称 为 对 策 G 在 沪 合 策 赂 意 尽 下 的 稍 ， 证 
为 i 

定义 1.4 的 直观 意义 是 ， 若 广 *，Y "为 满足 (3.7} 式 的 策 
路 。， 训 天 论 局 中 人 卫 , 选取 什么 策略 了 ， 局 中 人 五 总 可 以 利用 策 
路 "使 他 的 期 望 收 入 至 少 为 瓦 5 7)。 因 此 ， 瑟 (了 全 是 
卫 , 可 得 到 的 最 少 的 期 望 收 入 ， 而 局 中 大 已 利用 策略 了 "可 合 户 
的 期 望 玻 入 最 多 为 卢 (X"，Y"*) 高 不 管 卫 选择 什么 策略 车。 

在 竺 条 对 策 避 == 丛 :，Sy，A} 的 混合 扩充 ?二 {54 34, 五 } 
叶 ， 当 57 与 2 为 有 限 集 时 ， 不 大 说 全 一 {XI，s，…， 让) 
3 一 了， 则 可 仿照 箱 阵 对 策 忆 在 纯 策 略 总 义 下 
租 的 讨论 ， 米 构造 一 个 新 的 支付 矩阵 = (Ci)mn 使 有 全 一 
EX Fp, T=12 和， 了 一， ， 从 而 可 
根据 与 定理 1.1 完全 类 似 的 证 法 得 到 C "有 解 的 充 要 条 性 为 


min maxdi = max Dndil 
了 了 r i 


越 写成 
min max ECX, Y= max min BOY, YY) 
ES ES ES YES 

热 夺 考 虑 到 有 


a 7 » 


x Ka 


1m 
2 Xi= 1 |- 
=1 
-en Ver 9 


Ea 
了》 Y= 1 = 
= 

从 本 质 上 来 说 Si 与 51 为 无 限 集 ， 央 而 这 就 产生 了 这 样 病 个 间 
题 ,( 1 ) 对 于 任何 一 个 矩阵 对 策 @= {5S,，Ss， 4} 的 温 合 术 讽 


(一 1 SS E}, min max ZC(X, FF) 与 max tuin 
YESS? XESI ES VES? 


( 针 , Y ) 是否 存在 ? 是 否 一 定 相等 9? (2 ) 若 上 述 二 项 区 存在 的 
话 , 则 G" 有 和 解 的 充 要 条 件 是 行 么 ? 上 述 问题 称 为 对 策 论 的 基本 问 
题 , 经 过 不 少数 学 察 的 和 努力， 已 得 到 洁 满 的 解决 ， 现 叙述 如 下 。 
定理 1.3” 和 设 4=(qnmmw 为 任 一 矩阵 对 策 各 的 支付 矩阵 ,及 
对 于 任意 策略 下 = (3 Xo Am、 人 一 《3 


bi n 


ES3， 其 数学 期 望 户 CX，Y)= 了》 2 oa， 则 总 有 
:=1 j=1 
YESS XEST 
证 明 略 ， 可 和 参阅 文献 [9 2, 
定理 1.4 矩阵 对 策 人 = (3S,，3S.，4)} 在 混合 策略 意义 于 有 
解 的 充分 必要 笨 件 十 


min max EC(NY, YY) 与 max min ECX,Y) 存 在 晶 相 等 。 
ES YESS 


min maxFtX, Y= max min ECYX, Y) 11.8) 

YVES XES? EST FESY 

证 明 充分 性 ,由 定理 1.3 知 min, max, ECX, 六 与 
| Si 


max min ECY, yy 均 存 在 ， 设 Tin EX, 入) 在 人 二 x 
NES YESS 


» 了 8 


证 


Ttin EX, = max min EC(X, YY) 


广 训 全 3 XES! VESS 
max El(X, Y= min maz ECX, Y) 
EEST YVES: XESS 
由 所 设 《1,8) 可 知 
min, 五 (发 YF)= maxr ECX, Y") <1.97 
YESS 下 配合? 
租 由 税 小 值 定义 
min ECXY, YEECX,. YF") 
YESS 


Li 


marx EX, YO)EECX", Y") 
EESTI 


由 即 说 明 对 一 切 立 王 5S1 均 应 有 
EX, YEEFCX", FY") 
类 伺 地 由 极 大 值 定义 可 向 


max EX, YOPmECX*, Y™") 
AES! 


二 是 和 (1.9) 式 得 


min El(X, YECX", Y") 
YESI 


议 说 朋 对 一 切 了 EES3 均 有 
ECXY. YECX", Y") 
吉 对 -全 A 忆 SY,， 了 ESY 有 
EX, YYEECO, YO EECX*, Y) 
里 定 文 1.4 知 对 策 G 在 混合 策略 意义 下 有 有 和解. 
必要 性 证 明 读 者 可 参照 定理 1.1 的 必要 性 证 明 自 行 完 成 、 J 
出 定理 1.3 与 定理 1.4 综合 可 各 ， 性 何 一 个 撼 阵 对 筑 在 
策略 意 祥 下 一 定 有 解 。 
扒 和 论 1.5 车 条 阵 对 策 G = {5S,，S,， 有 4} 在 混合 策略 意义 下 
的 能 访 (XX*， 了 *)， 则 对 策 值 ex 一 上 CX*，、Y"*) 满足 
+ 79 


EX 了 人 二 min mar 五 ( Yr) 
YESY XES? 
= max min ECX,Y) 
ESY FESY 
证 明 同 推论 1.2， 从 陋 。 
推论 1.6 ”项 托 阵 对 第 后 一 他 1，3， 4 在 混 仓 繁 略 兽 义 下 
的 解 为 (xX", Yr), 值 为 4&。， 出 有 


MH 


iH 二 max min 2 i 
NES! 1c 7 jl 
亲 

= min maAX 2 Us 
VESY 1 iE 1/ 全 | 


证 明 首先 证 虹 如 下 性 质 ， 对 任何 概率 分 布下 一 1 nn 
Nn) + Y= (Yr May ya) 股 二 组 数 ci， Cys Ts Cnr ct ds 
a df 有 


i 


min pa CH= min Ce 
YES3 jE1 1 吧 」j 吧 
br 
AY ») dxm= max d=dy 1.10) 
龙 ESY ;全 1 1 了 二 四 
这 是 由 于 


CCrs f= 1 2，'"， 押 
侈 而 对 每 一 人 了 所 3 有 


计 


要 
了 2730 pa Cy 


j=1 f=1 


因此 


3 了 
男 一 方面 ， 对 于 一 个 第 【个 分 量 为 1， 其 他 分 量 为 4 的 特殊 
强 合 策 路 =(0, 我 位 和 有 


。 20 ， 


对 如 
一 和 
一 >》) Cy min > cryp 
= FF 
1= 1 - := ji 
综合 上 述 二 式 脸 
内 
1n111 2 CNiTc= mi cy 
Ves je 轩 
同 理 可 证 
局 
全 
max >》 UxNr= Oo max dd 
二 和 1 = 和 


nn rm 
1 

= max min 2 ( », cj 
i V1= 1 


AXES YES jt 


. 1 

ma mn > i 

点 息 呈 1 了 ;1 

, | “1 

= minr max >) | > 如 vk 

YESE YE5 ji 1 

1 

_  , Y1 , 
= min max 2 diy 1 


FESI 1 用 jl 

例 1.9 求 在 例 1.6 中 姑 阵 对 策 G 的 解 ， 

解 ”由 于 局 中 人 局 与 了 ; 的 混合 策略 分 别 为 于 二 f*、1 一 
EN ely， 1 一 了 )ESY 其 中 0 有 X11， 和 有， 过 
1。 故 知 光 与 91 是 无 限 集 ， 但 由 (1.6) 式 知 有 

间 2 


E(xX, FY)= >» GipX Vy. 


f=] 1=1 


显然 2 = 已 (天 ， 了 了) 是 已 ,中 的 以 (一 ， -了 ， 位 为 换 
点 的 马 或 曾 的 一 部 分 ， 由 马 瞩 面 的 几何 意 交 易 知 有 


min ma E(x, yy)=E(-4- 一 ) 
PE 7 了 


max min E(x. 
1 


故 由 定理 1,4 与 推论 1.5 知 ， 局 中 人 Pi 的 最 优 混合 策略 为 


X*=( 2 -，-5-)， 局 中 人 PP, 的 景 优 混合 策略 为 Y" 一 (一 一 


一 -小 对 策 G* 的 解 为 (了 X*， 了 "对 策 G* 的 值 For 一 EL, 


VY*); 22 
2 7 。 


(三 ) 最 优 策 略 的 性 质 
考虑 到 和 欲 将 例 1.9 的 求解 方法 推广 到 一 般 的 混合 策略 


mh 
3 | 
f= 1 
resi- | Va Yo) | y > 0， i= ls, 各 
了 1 
2 了 二 :| 
i=1 


上 是 十 分 困难 的 ， 因 此 我 们 需要 寻求 G* 的 更 为 有 效 的 求解 方法 。 
作为 预备 知识 ， 下 面 先 介绍 G* 最 优 策 赂 的 一 些 性 质 。 
定理 1.7 若 亿 知 对 策 人 的 值 ee 于， 出 污 *== CN. Nas “ 


。 22 。 


Xo 和 S53 为 局 中 人 访 ,的 景 优 策略 的 充分 必要 条 人 忻 是 ， 对 于 每 一 
个 YES2， 痢 有 # 寺 EX*， 了 )， 
Py 为 局 中 人 局 的 域 做 策 畴 玉 人 充分 
必要 条件 是 ， 对 于 每 一 个 六 三 SI， 痢 有 2 守 F CR， 了 ， 
证 明 必要 性 。 设 关 * 为 局 的 最 优 策 略 ， 根 据 定 尺 1. 1， 在 
在 了 三 5S3， 杆 泥 全 局势 (XX*,， 了 对 一切 工 生 和 党 让 站 一 
人 
充分 性 。 和 根据 定 理 1.3 与 定理 1.4 可 知 任 - - 糯 阵 对 第 总 混合 
党 覆 意义 下 一 定 有 解 ， 故 存在 二 生 os， 了 ' 亿 S13， 村 - 切 
CS YESY 均 有 
EC(X, YEEA’, YEECA’, Y) “1.11) 
让 es 下 E(X YD= 
出 很 设 记 CX ， 耻 帮 ECXt，Y) 对 每 一 个 YES? 成 立 ， 
他 = 网 CC， YD) 寺 BCX*Y,， 了 了) 在 (1.,11) 式 中 令 
所 一 上 "再 由 上 式 可 得 
FX YNEECX, YEECY*, Y’) 


EX*, Y=E(CX, YY)=# 
再 向 (1.11) 和 吓 设 有 
ElX, YERE(X*, YEECX*, Y) 
于 是 ， 根 据 定 义 1.4 知 ，( 半 *，Y”) 是 对 策 忆 的 解 ， 下 * 筷 户 中 
大 呈 , 的 量 优 策略 . 
定理 的 第 二 部 分 证 明 仿 此 由 读者 完成 。 口 
引进 符号 ， 


Eli, Y=FE(X,, Y)= 了 Gy 


f=1 


E(xX, 1)= EX, Y= 》， HX 


r=1 


其 中 六: 己 51 是 一 个 纯 策 略 ， 它 的 第 了 个 分 量 为 1， 其 余 分 量 为 
0 ,了 ,E53 也 是 一 个 纯 策 略 ， 它 的 第 / 全 分 七 为 1， 其 余 分 量 
为 06。 轨 而 有 


| 放 
E(X, PV)= PECi, Yue 7 ECX, 1)y 


i=1 i=1 
推论 1.8 ”车 已 知 对 策 G 的 信 Per 一 站 ， 刚 其 一 (xn Xs 
xJES1 为 局 中 人 已 的 最 优 策略 的 充分 必要 杀人 忻 是 ， 对 于 1 改 


1 
反目 有 1 所 时 全 了 《2 Vas sn 20E3 为 局 中 


i= 1 


人 人心 的 最 优 策 略 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 1 所 1 让 WW， 有 WW 学 


1 


> irs 


r=1 
证 明 由 读者 自己 完成 . - 
定理 1.$ 车 已 知 对 策 es= 二 8 ， 人 于 Yr (x Xp Xs) 
Y*= (Cy,, Has re Yn) 分 别 是 局 中 人 P,、 DD, 的 最 优 第 路 ， 出 


Ld 
71) 当 E(i 了”) = 0074W 时 有 x 一 0, 具 要 1 志 
f=1 
i 
2) 当 E(X*， = 了 aww>> uw 时 有 y:=0， 只 楼 
r= 1 


1 和? 了 


C3) 当 x 0 时 有 五 (让 了 入 一 > qryyi 一 4， 只要 1 蕊 
了 一 
让 


4 当 yi 天 0 时 有 ECX*，7) 一 > ow 一 #4, 内 要 1 攻 
= 上 


证 明 用 人 这 证 法 证 明 续 论 《1)， 

设 其 不 然 ， 则 罕 在 菜 些 关 (1 所 mm) 醒 EChR,Y*)< #4， 
但 0。 国 商 EC， wr<Cgx?,， 和 但 对 于 二 1， 2,，…， 
一， 十 1， 由 推论 1.8 扼 都 应 有 Eth，Y 了 Yj) 志 


Et RR 于 Ya 


从 而 
9) ECi, Yue 9 uxt= 
i= 1 i= 上 
这 汪 Vor 一 #4 一 上 (XAX*，Y*) 节庆. 
结论 C23J、(3)、(4) 读者 自己 证明。 口 


定理 1.10 设 14 汶 一 实数 ， 丰 一 人 WX) 与 5% 
为 对 策 值 且 广 * 为 居中 全 ， 
的 好 优 策略 ，Y* 为 局 中 人 人 上 的 景 优 策略 的 充分 必要 条 半 是 ， 对 
于] 了 m1 了 7 了 夺 有 

Eci: YO OSus EtX", 7) 
证 明 必 装 性 由 定义 1.4 是 显然 的 。 
充分 性 ， 对 任 一 下 = 人 0， 关 po) 生出 假设 应 有 


P| 


i Li 
EBX, YY DY Eis Vx 2 uxt= 
i=1 i=1 
后 理 。， 对 任 一 站 二 Cvs，y4 9 人 ESs， 亿 有 
ElX*, Yj)u 
位 上 述 两 个 不 等 式 中 依次 取信 一 下 YY =， 
可 得 
ElX*, YY*)= uy 
并 存 
EBX, (人 
对 SI， 全 St4 约 成 并 ， 朵 定义 1.4 可 和 期 #4 为 对 策 值 ， 
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六 "、Y* 分 别 为 局 中 人 Pi、 PP; 的 最 优 策略 。 
引 理 1.11 妈 维 欧 拒 空间 五。 的 子 集 


访 - 一 x= Kap Km) [Xr > DO f= 


是 多 界 、 闷 ，、 凸 集 。 

证 明 

(1) 有 界 性 设 和 ES 则 有 0 所 和 1， 一 1，…， 
m， 纪 以 基 原点 的 巷 高 ( 记 作 d (人 ，O)) 为 


可 【三 总) 二 1 >) Xi i >) x 三 1] 
YY as Yi 
故 知 3。 被 包含 在 一 个 中 心 在 原点 ， 半 径 为 1 的 超 妹 内 ， 因 
而 是 有 界 的 ， 
《23 了 性 设 有 3 中 的 一 无 窃 点 列 {X #4 二 1， 3，…} 
趋 于 点 尤 。 藻 记 
六 ,一 {x XI XY) n=] 2， 
= x1, 2 0 
则 必 有 


。 有 . 0 . 
lim x =xi? 1， 2， 人 
or 


由 于 让 , 它 语 ms n=1,， 2，… 所 以 有 
0 1 2 
1 
六 #1" = 1, 用 一 1 2 + 


fs ] 


从 而 有 
lim x ?=x 0 二 1 8， pf 再 


[ - 生 Do 


81 。 


lim y xf mm 了 wi 


有 fm 1 


所 也 本 ,E 训 ww 什 说 明 S。 由 的 企 意 点 到 之 极限 点 仍 在 和 中 , 页 - 
人 为 闭 保 。 

8》 归 性 设 这 二， 
有 


取 0 扣 4 太 1， 显然 有 


YX 十 1 一 a 2 一 > 2 ， i 


mr 
DY A 
i 1 


= 41 7 X12) 2 xml 
i = 1 1 1 
由 此 可 知 4: 1 一 和 ES， 所 以 -是 是 集 。 


定理 1.12 设 吕 是-- 个 以 4 一 (an 为 支 村 矩阵 的 算 阵 
对 策 ，Ticu 是 局 中 人 局 ,(P,) 的 最 访 策 略 集 。 则 了 了 :57 是 
二 wt) 上 的 非 空 ， 有 界 、 闭 号 集 ， 

en 

) 非 空 由 基本 定 弄 1.3 与 定理 1.4 知 ， 任 何 短 阵 对 策 
sp 让 六. 了 3) 韭 室 。 

i2) 有 界 性 由 引 理 1.11 夭 ， Sm(5w) 是 有 界 的 而 
TiC-So TaCS 鼓 了 i 与 7; 均 有 界 ， 

“32 同性 游人 了 ,为 有 限 集 ， 出 闭 往 竹 证 ， 车 了 ,为 光 限 代 ， 
册子 了 的 有 异性 ， 则 至少 有 一 极限 所 .不 四 设 六 的 一 点 列车 一 
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人 于， 刚直 了 .的 
闭 福 其 入 E56 联 了 ,EY，， 则 对 ?一 1， 2 (Km 了 中 
才 是 最 优 局 势 ， 由 定型 1.10 病 要 性 知 ， 对 + 一 1，2，… 有 
EC YOSHISER, 1) f=1s 2, Ht, 
了 全 1 祷 ，。 天 
于 是 有 
ECr, FRY4 im EXn 1)=E(X, 1), 


t= 1， 号 +2 > 了 = 一 1， 立 ， ……， 性 
可 次 引用 定理 1.10 的 充分 性 可 得 丰富， 此 即 证 明了 了 ,的 
车 性 。 
同 理 可 证 7, 的 闲 性 。 
C4) 四 人 性 车 二 ETICS， 则 青 和 的 止 性 知 ， 对 
人 0AiEl1 有 


AXI+CT— AINES. 
服 六 ET 则 (X,Y) {To Yo) 均 汶 最 优 局 势 ， 于 二 由 
定理 1.10 必 要 性 得 
ElX, 了) 人) 
t= 2 mm, =] 2, '… 1 
ElXs jmuECi, Y,) 
从 而 有 
EC(XY, 了 十 人 1 一 有 让) 古人 (在 了) 六 是 六 有 CT) 
或 有 
Eh.+(1— 1),, 了 次 和 了 ,)， 
一 1 


由 定理 1.10 充分 性 知 AXj 十 (1 一 1) 万 Th 页 了 为 电 


集 。 同 理 可 证 7: 为 中 集 站 
定义 1.5 若 5 为 证 集 ， 对 于 驴 中 竟 点 卫 ， 如 果 不 存 在 不 后 
的 两 点 XES，X,SS， 使 得 贸 一 之 ! 寺 全 :， 出 称 外 为 S 的 问 
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点 ， 端 点 的 全 体 记 作 玉 :S51 

定理 1.13 4 为 有, 中 的 一 个 非 空 、 有 界 、 闭 凸 子 集 ， 若 其 
纺 点 集 KK(A) 非 空 有 限 ， 则 4 可 由 其 端点 的 凸 线 性 组 合 的 全 体 
来 表示 。 

证 明 略 ， 读 者 可 参考 文献 [26。 

出 定理 1.12 知 ， 对 于 任 条 一 个 短 江 对策 G， 若 局 中 人 
LP) 的 最 优 策 略 集 为 TT 网 TT,) 必 为 非 空 ,有 界 . 疝 
号 傈 。 如 能 证 明 荆 7》 的 端点 集 天 t7 DEC 为 有 限 集 , 关 
求 出 下 有 限 个 端点 来 ， 则 由 定理 1.13 知 这 有 有 限 个 端点 的 唔 线 性 
组 人 台 闻 为 了 iT ， 也 就 是 找到 了 局 中 人 PCP:) 的 所 有 最 优 策 
酷 。 英 于 此 [TCK(Ts)) 的 有 限 性 可 出 如 下 定理 的 推论 得 出 。 

定理 1.14 谈 对 策 如 的 支付 怎 阵 为 也 一 (pmmm 对 策 全 器 
4， 交 概 访 六 ED， 了 了 ET， 则 六 EEK(TD)，YEKCT) 的 充 
分 必要 条 件 是 ， 存在 A 的 一 个 7 入 非 奇 异 子 方 阵 台 , 使 
了 0， 且 


_ 'B - 
WT CB 
上 CH 


XB TT (4.12 
,BI 
YB DY 


其 中 1B81 为 8 的 行列 式 ， 已 是 的 华 随 年 阵 , 7 .一 1, 1， 
是 自生 CY 中 归 去 若干 分 县 而 得 到 的 应 证 ， 
其 中 济 删 去 的 各 分 晤 之 序 芋 肥 为 自 4 得 出 五 时 所 删 去 的 那些 行 
《 列 ) 的 序号 。 

证 明 见 登 考 六 献 [262。 

推 地 1.15 端点 集 太 CT) 与 乓 (为 有 限 集 。 

证 明 ”上 由于 这 人 竺 是 阵 过 的 子 方 阵 呈 有 有 限 个 ， 而 利用 每 -个 
子 方 阵 最 多 只 能 求 得 乓 他， 下 (了 的 一 个 点 《有关 求解 方法 
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详 岂 《四 ))。 因 此 民 (7D)， 玉 (了 ,) 为 有 限 点 集 。 站 

定理 1.16 给 定 对 策 G = 1,，So，A}， 其 中 .A= (1) mxne 
在 此 基础 上 构成 新 对 策 宫 = {SJ，5S2, 太 ), 其 中 让 一 (@ 门 wm 2 一 
gr 二 dy 二 1 则 局 中 人 在 对 策 个 
中 的 最 优 策略 与 在 它 中 的 最 优 策 略 完全 一 致 ， 而 对 策 值 仅 差 一 
常数 ， 即 有 Y=Ye 十 dd。 

证 明 设 局 中 人 只 在 对 策 去 中 的 支付 函数 为 了 LE，Y)， 
在 对 策 避 中 的 支付 函数 为 局 ，FY)， 则 易 知 有 


ECX, Y)= 2D 六 (at dy sy 


i=1 :=1 


= Vowytd=E(X, 了) 二 可 
i=] i=1 
又 设 革 "，Y* 汰 局 中 人 号, 与 PP 在 GG 中 的 最 优 策略 ， 则 对 任 
何 广 写 St， 了 Y 卫 St 有 
ECX, YOSECX", YOSEC(CX", y) 
上 述 不 锋 式 两 边 同 时 加 一 常数 9， 则 有 
EClX, YMAd 人 SEX, YHdEE(X", Y)+d 
此 即 为 
BX VOSA VM)EECX*, F) 
对 任 全 六 己 St， 了 E53 成立。 因而 由 定义 知 革 *，Y* 亦 为 局 中 
人 人 品 与 已 在 宁 中 的 最 优 策 申 ， 并 有 
BCX*, YY) Vimyetd 日 


(四 ) 矩阵 对 策 的 求解 方法 


矩 上 阵 对 策 的 求解 方法 很 多 。 本 节 仅 介绍 最 实用 的 二 种 方 法 : 
算 阵 法 和 线性 规划 法 。 

1， 旺 阵 解 法 

对 于 一 个 给 定 的 第 阵 对 策 避 = {Si(， ss A}，、 由 定理 1.10 
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本 居 |， 局 中 大 中， bi P. 的 局 仿 策 此 这 = {Xi Kay rs Ne OY 
Cy yor 下 述 不 等 方程 组 


~ , 
了》 全 于 了 一 1 ， “和 i 


FF 一 
TY 
1 
NY m1, x f 一 工 ， 
i=1 


{£1.13 


9 . 
> Yi, 7310， 一 工 ，…， 交 
= 上 


+ 
于 是 ， 溉 据 定 理 1.14 可 以 得 到 一 种 被 称 为 知 阵 法 的 求解 方法 , 其 
步 台 如 下 
1 选取 A 的 一 个 r 阶 {r 守 2) 非 达 蜡 子 方 阵 B， 淹 断 
ys0 是 存 满 足 ， 苛 满足， 网 转 27 否则 此 不 对 应 7 的 
一 个 端点 ， 故 转 4 。 
2 计算 
JB* 
的 
BY 
YB 
并 训 YY 居 榕 为 瑟 . 上 的 概率 商量 。 若 不 是 ， 风 万 不 对 应 了 的 
一 个 器 点 ， 于 是 转 4 否则 和 恩 3 。 
3 计算 
江 在 向 最 文 (Y) 的 基础 上 补 上 零 分 释 。 侦 其 变 成 mi Ca ) 维 向 最. 
这 些 补 上 的 零 分 量 的 位 置 分 别 对 应 于 呈 4 得 到 忌 时 所 则 去 的 事 些 
行 《 列 ) 的 位 置 。 然 后 验证 上 述 所 得 到 的 mn》 维 向 晤 Yi 
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基 胡 满 足 不 等 式 组 Ti3)?。 若 满足 网 出 定 保 1.1 名 有 站 
(YE7T, 7 ， 欠 而 由 定理 1.14 得 条 有 下 (2 ER 天 (ET 天 
(T)， 然 后 转 4"， 车 所 得 高 航 区 (YY 不满 是 【1.13) 式 、 说 
明 玉 (YF}ET.(7,)， 和 将 其 会 去 ， 然 后 转 44" 

4 淹 断 4 中 的 所 有 7 3 ) 阶 子 方 路 是 否 己 选取 完毕 . 若 
已 选取 完毕 峙 转 5"， 和 否则 转 1 

5'" 设 经 过 上 述 各 兴 难 得 到 玉宇 { 谍 ，， 有 rr 
(了 一 1 了 了， 了 》， 作 (7 相 17)) 中 所 有 有 端点 的 廿 
线性 组 合 有 有 

T= 《一 二 Ce 十 四, 人 


了 
其 中 oo 090， i=3 ?Dal 
= ] 


i 


了 :一 { 玉 | 一 PY PY ;+ 十 内 了 和， 


其 中 记 ; 宕 0， 了 一 1， "ry Sy, 2) P= 1 


f=1 
于 闫 局 中 人 P, 与 P 的 景 优 策略 集 了; 与 了, 已 求 得 。 
倒 1.10 己 知 经 阵 对 策 G = {3931， Sy /i}, 其 中 局 中 人 三 


药 支 付 矩 阵 为 
3 5 3 
Ps :| 
3 2 3 
求 局 中 大 的 最 优 策略 集 ， 


解 ”考察 支付 矩阵 .4 的 各 阶 子 方 阵 拘 个 数 ， 计 有 2 x 2 阶 子 
方 阵 9 个 ，3 x 3 阶 子 方 阵 1 个 。 
首先 检验 8 x 3 阶 子 方 阵 。 


-3 5 3 
A=| 4 -3 21 
L 3 2 3 
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前 行列 式 


i3 5 3| 
Al= .4 一 3 2323i=—18 
3 2 3 
r 一 13 一 和 19 
Cdij ji a 一 各 0 6 
\ 17 4g 9 
『 一 13 ~ 6 17 3 
{ (有 和 = | —9 0 9 | 
i 6 一 29 


如 df) 3 /一 一 9 J [4 一 【一 3 
do - 2 9 nD » 二 {人 六、 {1.12) 式 计 算 可 得 


2, 0, 4) 1 2 9 
总 一 _6 -{ mi dd ， a 
一 3; 0， 一 3) =-(- . ) 
Y 一 昌 2 ? 0 ， 2 
18 
[1 6 3 


3 El 
# 二 3。 将 站， 了 :， 代入 (1.13) 式 进行 检验 。 容 易 得 钠 有 


从 而 X= 0 人， 


3 
ECi, YF)= 2 aa， 2, 8 
f = 1 


EX,, 71}= Dd) orf = us = 1, 2 3 


i= |] 
o 1 2 上 1 
1 
且 < 准则 一 十 3 一 1, 2 i 十 


故 气 , 伍 了， Y ET,., 根 乞 定理 工 .14， EKCTD), Fi 
KT,). 


在 9 个 2 x 2 阶 子 方 阵 中 ， 下 而 兰 个 二 阶 子 方 阵 


全 | | 5 | 站 | 
如 ,= B,= B=! 
2 3 1- 3 2 人 L3 3 
由 于 do Bi 或 TetCBi) Ss2)" 的 分 量 丰 局 导 ， 故 由 (1.12) 


式 计算 出 来 的 文王 5+ 或 YEES?， 因 而 不 能 导出 端点 了 ，， 
于 方 阵 


为 降 秩 矩阵 ， 其 邀 矩阵 不 存在 ， 因 而 对 应 的 4 ， 关 ， 了 Y 不 存在 ， 
下 闸 三 个 地方 阵 


4 21 fs 5 3 5 
5 ， Be= | ,=| | 
3 3| i 3 2 L4 一 3 


根据 “1.12) 式 算 出 的 充 、Y 所 导出 的 二， 世 都 不 满足 【1.13) 
式 ， 内 此 不 能 导出 端点 。 
最 后 的 证 个 子 方 阵 


fF5 3 「3 3] 
2 | 有 -| 
2 3 [4 2 | 
分 别 导 出 局 中 大 的 如 下 两 组 最 优 策 路 《读者 局 已 验算 )， 


1 2 ) 
和 一 (一 ， 0 ， -二 小 :一 人 0， 0 ， 12 


= 二 C1， 0, 0;, Y=(-， 0 -) 
因而 疼 :，XEK(OTD), Yo YEK(CT:), 
以 下 来 构造 局 中 人 的 最 优 策略 集 了 了:,，7*。 根 据 上 面 检验 结 
时 协 于 过 ;一 上 sw， Y=Y;,, 元 有 (7 = {AX ，， 8， KT 
一 {了 ,，， 了 s}。 根据 定理 1.12 和 定理 1.13 ， 局 中 全. 的 最 优 策 
+ 


族 集 了 是 出 开 人 中 网 名 的 辐 线 件 织 会 所 构成 即 育 
了 ,一 《和 | 和 一 CQ — oN,, 和 Ts 委 和 < 妇 1} 
{+ 0, 4 a), oxoac!l 
同 理 局 中 入 已 的 最 优 策 略 集 为 
T={YIYV =AY (1 A OPe1} 
人 
2， 姨 性 规 贡 法 
由 定理 1.4 条 捧 论 1.5 和 1.6 咎 ， 任 一 具有 支付 和 矩阵 
4 一 (oa 门 ma 的 矩阵 对 策 在 混合 策略 意 允 下 有 解 (YY ) 的 充 
要 条 件 感 4# 二 CX*，Y*) 应 满足 等 式 


= max min ») Gr 
下 和 5 Ej ff = 1 


nm 

。 1 
二 mi RAN ») Uy yy 
YESI lismj 


其 中 


hi 
St- lx Kys Xm | 2) 二 1 m0， 
[i 
i "| 


sr ~ 3 了 y= 1 ym 0， 


了 一 
1， | | 


Wd 站 

著 记 符号 上 (TY) 一 min Par Q(T)= mx Y 
1] 过 J 寺 RR i imie ,Tl 

线 世 


ar 则 易 知 LCX)，Q@ CY) 分 别 是 定义 在 1 与 3 下 的 


*， 35 


栈 数 。 由 平 


mm 
上 二 mA in 六 i 一 max. LX) 
让 本 全 1 1 了 和 ;= 


LL 
min mar 2 Sr min QFY) 
FES 1 有 mh ES 


这 帆 明 对 策 值 是 线性 目标 国 数 了 7 克 【OF 在 XES? 人 YY 
和 33) 上 的 最 大 《小 ) 值 。 如 果 再 注意 到 符 导 了 (7 的 定义 . 
磺 可 得 知 求解 什 阵 对 第 忆 中 局 中 人 P 的 最 优 策略 4 ”和 值 # 等 
给 于 于 名 下 线性 规划 

x LUX) 


LO 71 


wi 0, f= 1， 0 
m 


注意 到 定理 1.16 的 结论 ， 一 个 改 4= (ay) 为 支付 短 阵 的 短 阵 
对 策 人 和 另 一 个 以 全 = (gr 十 qd ) ms 为 支付 窍 阵 的 矩阵 对 策 间 有 
相国 的 解 ， 只 是 对 策 值 差 一 常数 了 。 因 而 不 失 一 般 性 ， 可 设 ar 
>0 (1 一 1， 人 7=1T， 在 来 求解 炳 阵 寺 策 忆 。 

此 时 屎 然 有 了 {页 > 如 。 作 恋 车 代 换 xy 一 I (xy » C i 


w)， 则 上 述 线 性 规 划 等 价 于 下 述 强 性 规划 ， 


"max L (CXY 
F m 

s.t | >》 el， 了 = ， 下 
+ = | 
wi 0, 上 一 1， » 


也 即 等 价 于 


Ss ! > Ee 1 4 了 = 1 Le 人 
0 i= ]， ， 1 
没 上 冰 线 性 规划 的 最 优 解 为 #4 二 max LX)= LOX), X= 
EF 则 由 于 fa ss 一 一 ， 1 ns 


1 ve 


1 


旺 拓 全 半 * = 夺 w， 其 中 y xX = 5» wef 


六 = ] i =] 
本 埋 求 毅 局 中 人 局 的 最 优 策略 了 * 与 4 等 价 二 求解 如 上 线 


狂热 吧 


水 上 所 述 ， 可 得 线性 规划 法 的 - ` 般 步 踊 如 下 ， 
; 选择 常数 d， 使 q+qd 半 0 对 ?= 1， 0 


i 成 立 ， 流 dp EF dey 十 ‘i 
2 宇 出 求解 对 策 人 的 丽人 对 诺 的 线性 规 划 
37 


bul 
Ss.t. > dx 1, j=1, 将 


0, 二 1]， 和 


求解 上 述 两 个 线性 规划 得 最 优 解 夺 0, 了 io ,其 中 必 一 ! 1 


附 
;Yore 
二 了 


3 计算 对 策 驴 的 最 优 解 
= 
VY*— Yu 
ud =u —d 
例 1.11T 设 对策 G = {,，5;,，A4} 其 中 局 中 人 忆 的 支付 矩 
阵 为 


求解 对 策 避 的 解 与 慎 ， 
解 由 于 max mineiyx inin maxaj， 故 对 第 G 在 纯 策 略 


了 i J 


意义 下 无 解 ， 玉 用 线性 规划 法 求 其 混合 策略 意义 下 的 解 。 
"3 


首先 选取 了 可 一 4。 使 一 01 坏 了 人 在 ， 即 存 


多 1 3 
2 4 2J 
求解 字 对 应 的 埃 性 鞠 划 
入 
min 2) 声 
FF =? 
5.t.r Sxi|+xi+ 2 x 1 
二 3x1 
< 
| Bw 2 x0-F 2 x 1 


Lo i=1, 2, % 


3 
Ex > y) 
i=1 
st,f 9 vy 3 1 
| yt 4 2 1 
2 十 39" 2 v1 
WO0, j=1, 2, 3 


利 必 单纯 形 法 (或 政 迁 单纯 形 法 } 求解 得 其 最 优 解 为 ,一 


i 之- ro “一 了. 
(3 0， 2 ，T4=( 到-， 7 0 有 和 


本 
因此 对 策 G 的 解 为 ?= Xs=( 一 3-，0， 王 一), 了 "= 
3， 策 略 的 优 超 性 与 求解 简化 
利用 下 述 的 策略 优 超 性 ， 可 用 来 使 求解 过 程 简化 ， 首 先 我 们 
来 观察 例 ， 
"39 -: 


例 1.12 给 定 算 阵 对 策 GG 二 {931,，S。， 4} 其 中 局 中 人 呈 . 的 
交付 矩阵 为 


求 局 中 人 最 优 混 合 策略 集 和 对 策 的 信 ， 

解 ”对 支付 矩阵 如 的 元 素 稍 加 考察 ， 就 不 难看 出 ， 局 中 人 已 
饮 不 会 采用 策略 m%。 这 是 由 于 无 论 局 中 人 已: 移 择 什么 策略 ， 局 
中 人 己 的 策略 a 的 支付 总 比 策略 1 的 支付 为 太 。 因 此， 局 中 
人 工 : 的 策略 4 应 该 以 零 概率 出 现在 其 最 优 渴 合 策略 中 。 这 样 ， 
楼 求解 上 述 矩 阵 对 策 ， 可 以 将 矩阵 的 第 一 行 划 去 、 革 而 求解 算 阵 


对 策 4 即 梧 ， 
(， 皇 , 
= 
5 2 4 


再 对 虐 阵 亏 的 元 囊 考 察 ， 发 现 局 中 人 PP, 显然 不 愿意 采用 第 
路 8,， 央 为 元 论 局 中 人 书 , 采用 何 种 策略 ， 局 中 人 局, 采用 策略 
的 支付 均 小 于 第 路 8, 的 支付 ， 因 此 又 可 将 4 矩阵 的 第 一 列 划 


吕 1 
去 ， 具 要 角 类 了 对策 全 即 可 ， 其 中 和 4 一 ( ， -由 全 1.6 得 
知 ， (~，- 2- )，( 屯 -， 一 ) 分 别 为 和 4 对 应 的 最 优 混合 策 


腹 ， 对 策 的 值 为 - 字 -， 若 再 同 到 对 第 4。 则 不 难 想象 ， 其 解 应 为 
< 2 5 sfo 3 4 -22 
X00 0 
利用 《1.7》 式 容易 验证 上 述 结论 的 正确 性 
下 面 我 们 介绍 策略 的 优 超 性 概念 ， 
定义 1.6 设 矩 阵 对 策 G 一 {5;，Ss， A}， 其 让 局 中 人 必 的 
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支付 窃 阵 为 4 一 (ao 车 有 
GxrZzBi 了 一 1，2，… 儿 
局 称 局 中 人 了 的 策略 au 仿 起 于 策略 oy。 若 有 
GregGi i 2 
别称 局 中 人 PP; 的 策 咯 Bi 优 赵 于 策 赂 jj 
若 在 上 述 不 等 式 中 成 立 严 档 的 不 等 式 ， 册 分 别称 局 中 人 六 
(Ps) 的 策略 Q(B4) 尖 格 优 超 于 策略 2 
下 以 严明， 如 果 是 严 轿 优 趣 ， 央 将 被 优 起 的 那 仿 剖 策略 电 对 
庶 的 行 或 列 划 去 后 ， 由 独 下 的 阶 数 较 低 的 年 阵 对 策 的 最 优 策 略 ， 
就 可 以 得 到 原来 对 策 的 其 优 策 略 ， 这 只 要 将 所 划 去 的 那 一 行 束 到 
疡 潜 应 的 纯 策略 绒 以 概 这 0 即 可 。 但 姑 果 是 优 超 而 不 是 严 玉 人 沈 
超 ， 员 然 仍 可 以 从 一 下 的 阶 数 较 低 的 拢 阵 对 筑 的 解 得 到 原 洲 对 第 
沟 解 ， 但 此 时 有 可 能 “ 拓 去 ” 某 些 解 。 这 就 是 说 ， 解 玫 下 的 除数 
绞 低 宗 隆 对 策 所 得 的 解 ， 可 能 不 是 全 部 的 最 优 策 栈 。 当 做 ， 如 末 
我 们 只 要 得 到 一 个 解 〈 通 常 的 情况 正 莽 并 此 7)， 则 就 可 应 再 这 刊 
优 超 竹 来 简化 求解 过 程 。 


§ 1.3 无 限 策略 对 策 


前 面 我 们 所 考虑 的 对 策 玫 是 假定 每 个 局 中 人 的 策略 集 为 有 限 
集 药 情况 下 来 讨论 的 ， 这 类 对 策 称 为 有 限 对 策 ， 但 是 客观 世界 中 
还 存在 著 另 一 类 很 重要 的 对 策 葡 象 ， 邵 局 中 人 是 从 一 个 由 无 限 客 
个 缉 策略 历 组 成 的 策 路 全 中 宁 沁 选 策 栈 并 进行 对 策 。 便 如 ， 在 经 
济 生 活 中 ， 各 果 局 中 人 把 商 上 总 的 贷 格 作为 纯 锁 上 略 ， 屠 未， 因为 一 
逢 沿 而 有 尤 穷 多 种 可 能 的 价格 ， 因 此 局 中 人 的 策略 集 便 是 一 个 元 
当 集 。 以 后 我 们 把 具有 志 限 策 陪 集 的 对 策 统 称 为 无 限 对 策 ， 雹 限 
交汇 日 然 可 以 看 成 是 有 限 对 策 约 推广 。 

以 下 我 们 过 论 二 入 次 宰 匹 限 对 策 ， 并 且 假 定 每 个 局 中 人 员 有 

41 。 


-- 个 步 法 ， 而 且 每 个 局 中 人 对 于 另 一 个 局 中 人 的 策略 选择 闫 先 辟 
无 信息 。 把 这 种 对 策 和 我 们 在 第 二 节 讨 论 过 的 矩阵 对 策 比 较 一 下 
就 可 看 出 ， 它 和 和 抵 阵 对 策 的 簿 同 仅仅 是 这 里 的 纯 策 略 集 .3S,、3 :为 
无 限 信人 而 已 。 与 答 阵 对 策 类 似 ， 我 们 局 样 可 以 把 二 人 去 和 无 限 对 
策 描述 为 ， 局 中 人 已 , 从 纯 策 略 集 〈 无 限 集 ) Si 中 选择 一 个 彝 第 
略 x 。 局 中 人 王 , 从 另 一 个 纯 策 略 集 〈 无 限 集 ) S, 中 选择 一 个 纯 
策略 》， 由 % 、》 确定 了 对 策 的 一 车 局 势 ， 这 一 局 势 的 晴 果 是 局 
中 大 已 ,把 MKxz，2) 支付 给 局 中 人 也，M(x ，2 )》 是 一 个 二 
苑 实 值 函数 ， 因 此 ， 任 意 一 个 二 人 零 和 无 限 对 策 @， 同 样 可 简 记 
为 G= {51， $s，MY。 

一 仿 无 限 集 当 用 闭 区 间 来 表示 时 ， 总 可 以 通过 映射 使 它 对 应 
于 阅 区 间 [0 ，13]。 故 我 们 可 以 用 闭 区 间 [ 0 ， 1 3 来 表示 纯 策 咯 
无 限 集 S;、S,， 用 C0 ， 1 3 上 的 点 来 表示 局 中 人 的 纯 第 略 ， 耐 
支付 函数 M(x，3》)》 就 是 定义 在 矩形 区 域 Ox 1， 0 所》 
<7 1 上 的 实 值 函 数 。 由 于 闭 区 间 50 ，1 3 在 实 变 函 数论 中 又 叫 过 
继 统 ， 因 此 无 限 对 策 又 可 叫做 连续 对 策 . 


(一 ) 有 共有 鞍点 的 二 人 零 和 连续 对 策 和 最 优 纯 策略 


二 人 零 和 有 限 对 策 中 关于 鞍点 的 概念 容易 推广 到 二 人 零 和 和 过 
续 对 策 中 去 ， 于 是 可 得 如 下 定义 . 

定义 1.7 给 定 二 人 零 和 连续 对 策 忆 = {3S,，Ss， 表 )}， 营 在 
在 这 样 的 纯 策 路 EESI，y* 忆 3; 合 MCX yD ，y 
ft 2 ) 对 一 切 0 扫 xs 二 1，0 挟 2 过 1 均 成 立 ， 刚 称 《x*， 
4) 为 对 策 局 在 纯 策略 意义 下 的 解 。 点 《x*"，y*) 又 叫 艇 支付 
孙 数 Cx ，》》 的 鞍点 ，x*、y* 分 别称 为 居中 人 卫 ,、 避 的 最 
优 纯 策 略 。 局 中 人 PP 的 支付 Cx"，y*) 称 为 对 第 上 G 芍 值 ， 

当 MMtx ，》)】 具 有 鞍点 时 ， 其 相应 的 对 策 G = 3,，S5, MM} 
称 为 具有 加 点 的 无 限 对 策 ， 

例 1.13 给 定 二 人 人 和 零 和 连续 对 策 G = 1S4,，Sy， 新 )， 其 中 局 
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中 人 了 从 策略 集 人 ,二 C9，12 中 选取 -一 个 狐 x， 局 中 大 避 . 亦 
独立 地 从 策略 集 38:= [58 ，11 内 选 隔 一 个 数 了 。 两 人 选取 结束 
后 ， 局 中 人 已 给 P| 的 支 村 为 Cx ， 了 7 了) 一 2 姑 一 入 ， 求 局 中 人 
与 书 : 的 最 优 然 策略 。 

解 ” 注 意 到 当 x 记 0 时 ，MH(x，》) 是 关于 x 的 单 忆 增 咕 
数 。 玲 对 C0 ，1 :区间 中 的 任意 的 x 有 CX， 93) 所 宙 C1， 下 ) 
对 任何 成立， 蛙 殊 好 有 MY，17) 径 8IC1，1) 类 位 地 ， 当 
了 六 0 时 ，XMMCxX，》) 是 关于 3》 的 单调 障 国 数 ， 所 以 对 于 50， 
1 区 间 中 的 任意 一 个 ， 有 M(x ，1) 志 M(x，) 对 任何 x 
成 立 ， 特 殊 地 害 当 (1，1) 扎 M(1，)。 综合 上 述 两 式 可 得 

Mx, lM iI, 1)N(C1l, 3), 0< 委 < 扫 1， 

OYE1 

由 定义 1.7 可 知 ， 访 始 阵 对 策 有 鞍 感 C1，1),， “一 ]， 
2 一 1 分 着 是 户 中 人 号 和 也 ;的 最 优 站 策略 . 

假设 支 生 函数 M(x ，*) 对 于 每 :个 人 CO，13 美 于 了 
存在 最 小 值 ， 对 于 每 -个 EC0，1i3 关 于 = 存在 最 大 信 。 当 局 
中 人 忆 在 C0，123 中 选择 红 策 略 守 时 ， 对 局 中 人 王 , 在 C0，13 
小 的 任何 选择 ， 局 中 人 己 ; 得 到 支付 前 最 小 全 是 oa ， M(x, 


3 一 (xz)， 显 然 局 中 人 局 可 以 选择 x 使/《%) 尽 可 能 的 大 . 
因此 ， 对 局 中 人 疡 浴 说 可 能 存在 这 样 的 郑 筑 略 x ， 使 他 至 少 可 


肌 得 到 max min MIx，y)7= 本 的 收入 .类 做 屯 局 中 
1 


人 司 , 也 可 能 在 在 这 样 的 纯 策 略 3 全 局 中 人 最 多 只 能 付出 
min max Nf{(x， 2 一 由 。 因 此 容易 证 明 旭 下 定理 


D1 1 
定理 1.17 给 定局 人 零 和 连 统 对 第 个 = {91，53,， 肝 }， 并 设 


a min M(x, ») 和 min max MM{IX, ») 
1 1 


存在 ， 册 对 策 驯 在 纯 策 略 意义 下 有 解 的 充分 必要 条 侍 为 


ma min MX Ym min max MixX. y* 
fF | 1 


C1. 14#) 
读者 可 仿照 定理 4.1 类 似 评 明 ， 在 此 从 赂 。 


(二 ) 无 鞍点 的 二 人 车 和 连续 对 策 和 最 优 混合 策略 


与 工人 零 和 有 限 对 策 类 似 ， 并 非 一 团 二 人 人 零 和 连续 对 策 均 能 
清 足 定理 1.17 中 等 式 (1.14) 的 阳 求 ， 车 支付 函数 Msx，2 1 

Ma min min max Mx,. ») 

和 1 站 

则 连续 对 策 妇 = {3S1，5$3， 明 } 在 纯 策 嘱 意 义 下 无 解 ， 中 支 村 表 数 
条 (x， 少 ) 不 存在 鞍点 。 我 们 把 相应 的 对 策 G 称 为 钻 具 鞍点 的 
无 限 对 策 ，。 

回忆 我 们 在 挫 阵 对 策 中 研究 过 的 司 形 ， 如 时 -- 个 二 人 有限 鹤 
和 和 对策 当 有 鞍点 ， 即 在 纯 策 略 意 义 下 对 策 无 解 时 。 可 己 通 过 引进 
温 合 策 蒋 的 概念 来 寻求 对 策 误 泥 名 策略 音义 下 的 解 。 所 谓 温 合 策 
略 就 是 定义 在 有 限 策 略 僻 S$S 上 的 离散 型 随机 变 景 的 概 率 分 布 列 


MX, ,< 


{Ys Nor ry my XO, f 一 [2 ns 2 X= 1， 


i=1 
其 中 x 为 局 中 人 忆 选取 纯 策 略 2 的 概率 ， 记 作 了 (f=a1)= 
sr。 于 是 为 了 求解 不 具 数 点 的 二 人 零 和 连续 对 策 G= 151， 5,， 
MM}， 也 可 同样 引进 混合 策略 的 概念 ， 即 定义 一 个 无 限 策略 集 S 
一 0，13 上 的 概 蛮 分 布 即 可 。 然 面 考点 到 此 时 策略 祭 S: 一 [9， 
1 0 或 5; 二 [9 ，1) 均 为 无 限 不 可 列 集 ， 因 而 此 概率 分 布 应 该 是 
定义 在 :0 ，13 上 的 连续 型 随机 变量 的 烽 率 分 布 配 数 已 (x )， 即 


满足 等 式 | ，dF( x )= 1 的 概率 分 布 亢 数 “这 样 的 轿 率 分 布 函 


数 户 { x) 是 很 多 的 ， 如 在 [0 ，1 3 上 均匀 分 布 的 概率 分 布 函数 ， 
性 分 布 力 数 等 等 )， 上 上 述 的 概率 分 布 以 下 简称 为 定义 在 C0， 117 


» 有 :， 


土 的 分 布 两 煞 ， 

于 是 ， 当 给 定 二 人 壁 和 连续 对 筑 G 一 {SJ,，Ss， MY， 此 区 
舍 否 数 为 4 x，32。 局 中 人 忆 , 可 按照 分 布 画 数 拨 Cx 沁 确 定 
的 混合 策略 从 5 0 ，1 中 随机 选取 xj 局 中 人 ,按照 分 布 中 下 
G (>》) 所 确定 的 混合 策略 从 5 0。 1 3 中 洱 抽 选取 了。 对 局 中 尽 


选 定 的 任 们 》，P, 的 期 望 支付 什 为 | ， MUx， ydFov )， 


由 于 》 基 按照 分 布 溃 数 G(Y ) 选 定 的 ， 所 以 局 中 人 局 的 闭 刻 总 
收益 【或 支付) 应 为 


| 由 ， MY, ydF (x) JdGcs) 
简 记 为 
人 ,| ,wez， YdF {x )dG(2 ) 
令 
EF, G)= ,| ax， 3 )d 有 (xDdGCY 


于 是， 项 局 中 人 二 控 照 分 布 晴 数 下 (x ) 选择 混合 策 赂 ， 局 中 人 
六 按照 分 布 葬 数 G LY) 选择 洪 合 策略 ， 则 局 中 人 吕 的 期 户 专 
付 什 为 户 ( 下 ，G)。 由 于 对 策 是 零 和 的 ， 故 局 中 人 忆 ; 的 期 彰 云 
付 值 为 一 ECF，G2)。 假定 max min ECF, GY), min na: 


在 人 三 上 FED 
FF，G) 莉 存 在 ， 且 max min ECF,， GY)=W, min max 
FE GOED 如 守 详 PE 


FF, G)—ts, 其 中 力 玫 术 岩 义 在 4 ,1J 上 的 概率 分 布 通 数 
询 全 体 。 那 双 ， 和 我 们 前 而 研究 过 的 情形 类 人 横 ， 此 时 户 中 人 人 下 
能 够 选择 一 个 分 布 莉 数 Fe D， 以 保证 他 的 收入 至 少 为 《期 访 
值 ) 机 ， 耐 局 中 人 了 能够 选择 一 个 分 布 函 数 G? 巨 吕 使 上 的 收 
入 不 会 多 于 【期望 便 ) ta， 县 有 乓 后 ， 于 是 ， 当 #1 二 tw 时 ， 我 
们 引入 如 下 定 史 、 

定义 1.8 若 


» 5 +* 


min E{F, &) 
FAVED 他 (31 三 


一 min max ECF, Gy=t 
GED Ftx}ED 

则 称 对 策 G 在 混合 策 赂 意义 下 有 和 解 ， 并 称 4 为 二 人 零 和 连续 对 策 
C= 人,， 人 Ss，MM} 的 值 在 混合 策略 意义 下 对 局 中 人 了 ,的 支 
甘 )。 

利用 与 定理 1.4 证 明 完 全 类 似 的 方法 ， 容 易 证 明 此 时 存在 混 
会 策略 焉 *(x)，G3x )E 门 使 对 一 切 已 ， 字 和 代 万 均 有 

ElF, GOEE(E, GEECE*, G) 

我 们 同样 地 称 户 *《x)、G"Cy) 分 加 为 局 中 大 已、 已 的 混合 策 
略 ， 称 函数 组 〈 百 +，G*) 为 对 策 G 的 解 。 仿照 推论 1.2 容易 让 
明 ， 间 时 对 策 值 4 一 睛 (8*，G*)。 这 正 是 我 们 在 上 节 中 引进 的 
在 纯 策 格 意 义 下 关于 对 策 的 解 、 信 和 最 优 纯 策 略 在 混合 策略 意义 
下 的 推广 。 

在 矩阵 对 策 中 ， 我 们 曾经 证 明了 和 任 一 矩阵 对 策 在 混合 策略 意 
多 下 一 定 有 解 ， 即 对 尾 一 给 定 抢 阵 对 策 G = {S,，5,，4}， 在 混 . 
全 扩充 GG*= {ST，SY， 忆 (XX ， 了 中 必 有 XX* 三 St，Y*ESY， 
全 

max min E{X, Y= min maz FE(X, Y) 
KENT YES? FES TEST 

然而 这 一 结论 对 于 二 人 零 和 连续 对 策 G 二 {91，5S;，M(x，yD) 
来 讲 ， 只 能 在 一 定 的 条 件 下 才能 成 立 。 

定理 1.18 车 支付 函数 MIx ，? ) 在 区 域 0 呈 x 扫 1，0 所 
J 过 1 上 连 氏 ， 则 二 人 零 和 六 悉 对 策 忆 二 {93,，S$S;:， 有 机} 在 汤 合 策 
路 意 凡 下 一 定 有 和 解 . 

换 一 种 说 法 ， 当 (xX，》) 在 0 过 x 所 1， 0wyY1 上 


连续 村， max min E(F, G) 和 min ED: 
FXIED GyeED GFIED Fx)ED 


ELF，G) 都 看 夸 ， 且 
= A +* 


ma min EF, 0) 
Fr Ji 


= in max El(F, G), 
FHIED Fr 


时 和 证 明 过 程 完 长 ， 在 此 基 略 。 详 苑 参 游 女 献 [36 。 


* 兰 》 裔 优 策略 的 性 质 


虽然 定理 1.18 肯定 了 具有 这 续 支 付 函 数 前 连续 邓 策 在 洪 全 
法 险 意 尽 下 一 定 有 解 ， 但 是 和 矩阵 对 策 相 比较 ， 连 扔 对 策 的 站 寺 
池 解 要 困难 得 多 。 因 为 由 定义 1.8 得 知 , 求 对 策 的 和 解 (7 ，G”、 
好 求 Stteltiss 积分 《简称 S 积分 ) 和 (xd 
dy 二 - 轨 集中 于 C06，1D 的 分 布 久 数 的 景 大 值 , 扔 小 信 ' 有 有 
英 S 积分 性 质 详 匈 附 孙 一 ) 上 述 问 题 除 茶 些 特殊 情形 处 ， 品 前 水 
屋 有 一 般 指 解法 。 下 耐 几 个 定理 可 用 来 判断 一 个 给 定 的 温 仿 筑 赂 
是 否 为 局 中 人 的 最 优 混合 策略 ， 其 中 第 -- 个 判别 定理 可用 定妆 
1.9 直 接 得 出 。 

证 理 1.19 设 二 人 零 和 过 纺 对 策 G 二 131， 93s, M(tX， 
和 了 欢 数 Cx ，3】 在 区 域 09 寺 x 所 1，0 太 小 所 1 上 上 连 答 ， 
DD，C*(F) 扎 吃 是 局 中 人 ,， 了 ;的 最 优 温 合 筑 沛 
的 充分 必 暑 条件 为 ， 对 一 车 天 ， 生 石 有 

EF, GCOSEECO’, COEPF, GG) 

定理 1.20 设 二 人 等 称 连 纺 对 策 G = 二 {15,，3。，JM} 的 支付 
疼 数 MIx，21) 在 区 域 0 扫 x 二 1，0 扫 2 二 1 上 连续 ， 到 
FC ED Gy ED 为 局 中 入 P，P; 的 最 忧 温 合 策 临 
的 充分 必要 条 件 为 ， 对 [C 0， 1 2 中 的 任意 两 点 x*“"，y* 有 


[i M(x*, ydG*(y) 


1 1 本 本 
< | ， 人 M(x, ydF*(x)dG(y) 


日 EE 本 


< | : MCx, ydr*(x) (1.15) 
证 明 必要 人 性。 根据 定理 1.18 对 任意 下，G 刁 了 有 
1 fi Mr, yydF(x yd (Cy) 
[H 0 


人 人， 、 本 
< | ， | Mx, SdF*Cx IdGeCy) 


< | ， J omcx, yd"(s)dG(y) 


在 上 述 不 等 式 中 令 FC%) = 一 Teefxjhn CT) 其 中 
Jer(x)， try ) 为 险 樟 通 数 。 则 由 5 积分 性 质 知 有 


1 
人 MCx, ya) = MC, Y) 


ff Mx, PdGCY 一 有 (xy 


必要 性 得 证 。 
充分 性 。 若 对 [0 ， 1 3 中 的 任意 两 点 % sy” 有 


{so Mx", 7)dG" (Cy) 
< | ， fo Mex, DF (CROdG" (CY) 


<|[， M(x, y dP) 


把 上 述 不 等 式 的 第 一 部 分 用 x 代 符 x**， 并 对 不 等 式 两 端 同 对 任 
意 分 布 函数 的 微分 dF(x 》， 旧 对 x 从 0 到 1 积分 则 由 S 积 分 
性 质 知 有 

{Mx, ydG (ydFCx) 


vo 


人 f， Mix, YIdE*!%)dG* (Cy) Jarcx) 


— 


fx, ydF*Cx J dG) 


把 上 述 不 等 式 的 第 二 区 分 用 代办 7 ,并 对 任意 分 布 痪 这 避 (》; 
作 类 伺 闲 理 ， 间 料 可 得 


上 [上 二 NM: x, yx IG CY )jac(Gy) 


了 1 
<{ 全 Mx. ydF* x jdG*(y) 
此 即 
全 全 A x, YdF* x jdG*{y) 


人 | 1 
<{ (Mir, yrdF*(x uidGiy) 
内 市 对 注意 ix)，G4Y GE 万 分布 士族 Erx)， Gy)》 
拭 中 
， 、 | AIYZ，3 了 id x ydG*tYy) 


1 1 
< | ， 人 9 


i 上 
< | 人 Mi ydF x i ) 


出 定理 1.19 向 ，Fea) te 分 器 为 局 中 人 PP。，P, 的 暴 仿 
混合 策略。 其 中 需要 说 央 的 是 ，Y (x，3》)》 在 区 域 0 之 x 碟 1，。 
U1! 的 连 计 性 保 江 了 上 述 各 个 $5 积分 的 存在 。 口 

定理 1.21 设 二 人 和 零 和 连续 对 策 从 = 人 |,，5So， 洒 } 的 支付 霄 
数 好 :3 在 区 感 和 所 x 且 1， 二 y 雪 1 二 连 续 ， 又 误 对 
策 安 的 值 等 于 站 ， 则 分 布 丙 烧 珀 "% x ,所 了 D 是 局 中 人 已 的 最 优 混 
合 策 赂 的 充分 必 归 条 性 为 ， 对 [ 0、 12 中 的 任何 上》， 有 


全 Mx, Pd" XI {1.18) 


分 布 困 数 避 2 ) 忆 上 D 巧 局 中 人 PP 的 最 优 温 合 策略 的 充分 必要 亲 
御 为 ， 对 5 总，153 中 的 任 僻 。。 有 


了 ， MCX, YIdGCY EH G17) 


征明 以 下 仪 对 局 中 人 人 PP 进行 证 明 。 

必要 性 。 由 定理 1.20 绪论 易 知 (1.16) 式 戌 立 。 

充分 性 。 设 分 布 函 数 瑟 "fx ) 对 C0 ， 1 中 的 希 有 满足 
(1.16) 式 ， 又 次 G(》) 为 局 中 人 局 的 最 优 混 侣 策 覆 , 对 (1.16) 
式 两 端 周 习 dG027 )， 并 对 ?从 0 到 1 积分 ， 则 由 吕 积 分 性 看 
知 有 


“= ui6cy Ef (MGs, ydF*(x Yay) 


{1.18) 
曙 一 方面 ， 由 于 肆 (》) 为 局 中 人 斑 , 的 最 优 混合 策略 ， 由 定理 
1.19 对 任意 呈 (x) 估 也 有 


| ， 上 MCX, IdF(CXIdG(Y)Eu 
站 0 
特别 地 将 *Cx)E 吃 有 

上 人 人 Mix, ydF*(x dG(y) Et 

t 看 

由 上 式 和 (1.18) 式 可 得 

“= ,fo Mx. ydF "Cx dG ) (1.19) 
是 外 ， 对 [50 ，1 3 中 的 任何 7， 由 《1.16) 式 还 可 得 

人 wrtx， y dE*( x.) 


1 rc1 ， 
>{, {Mx, y )dF"Cx)aG(2) (1.20) 


骸 于 分 布 艾 数 如 (3 ) 为 局 中 人 号 的 最 优 策略 ， 根 据 定 理 1.20 
对 尾音 xxEC0，13 有 有 


“> 有 CC) (C1.21) 
综合 忆 .1， 旨 .2 办、 人 .21) 式 可 得 对 任意 %*, 了 也 C0, 1J 有 
四 与 和 


人 Mx, ydGCY) 
< | ， 人 ar(>， yd) dG) 


二 | Mex, ydF*(x) 


于 基 ，。 由 定理 1,20 可 知 分 布 画 数 FF*(x ) 是 局 中 人 人 户 , 的 最 优 混 
合 征 本。 
戏 局 中 人 疡 : 可 仿 用 由 读者 证 明 。 口 
定理 1.22 设 二 人 零 和 连续 对 策 口 = (9 ，3:， 对 的 支付 函 
数 MIY，?)》 在 区 城 0 委 > 和 1，0< 生 所 1 上 连续 ，* 为 实 
狐 . 补 YYT2 )》 为 定义 在 [0 ，1 3 上 的 两 个 分 布 函 数 。 并 
库 足 对 5 0， 1D 上 的 任意 x*， 2 有 


{MCx, 9)dG*ty) 
<re{ Ms, YdF*(Cx) (1 .22) 
则 7 鱼 这 个 对 策 G 的 人 入、，FF*Cx)，G*(y) 分 别 为 局 中 人 PP,, 让， 
的 雇 优 混和 台 策略 . 
证 明 ”对 任意 分 布 削 数 CX)， 人 GCYI)， 在 (1.223) 的 左 湾 
不 等 式 两 边 同 滋 d(x ) 并 对 x 从 9 到 1 积分 ， 在 (1.22) 的 右 


端 不 等 式 两 边 同 轩 以 dGCtY )， 并 对 从 0 至 积分 ， 则 由 5 积 
分 性 质 可 得 


1， 人 ax，y>)daGr(y)dPF(x) 二 人 raF(z)=r 
本 和 0 
] 
一 {racy < {ox, ydF*( x jdG(y) 


训 对 深 忆 的 值 汐 uw， 根据 定居 1.8 并 利用 上 式 有 
» S51 * 


n max 和 | adPFfzJdGCD) 
在 过 五 Fen 站 


< oax 上， 全 Mix, ydF{ zdG*(y) 


Sr mn 人 f， Mix, YIdF*(x YdG(y) 
候 DD 者 D 


SHA auia 人 。 f{, Mix,. yodF'x dC) 
FED GED 


= 


因此 + = #， 即 r 为 对 第 人 的 什 . 
-由 于 在 所 设 (1.22) 式 中 ?为 对 第 上 的 仿 ， 根 据 定理 1.21 
可 知己 (7Y)， es 分 别 为 局 中 大 户 ， 记 的 最 优 温 合 策略。 
门 
定理 1.23 设 二 人 堆 和 连续 对 策 扫 = 1S,，59,，Mf} 的 支 季 活 
数 MHIY，y3) 在 区 域 0 所 * 所 1，0 所 3》 不 1 上 连续 ， 并 满足 
MEX 2 二 一 Mi ，%)， 风 对策 G 的 信和 为 8， 并 且 丙 个 局 中 
大 有 相同 的 最 优 混合 策略 。 
证 明 设 F0x)，G*(y )》 分 别 是 局 中 人 P,，P 的 最 优 混 
台 策 略 ， 则 对 一 场所 、 妇 后 万 奋 


全 { Mx, ydF! x dG 
1 ! 1 这 dr 
<| ,| ，wcx， ydF i .dir ty») 


1 t 
< | ， 人 Mix, CCY {1.23) 


由 假设 WX，3) 二 一 和 (YX ，%*)， 因 而 上 述 不 等 式 可 计 换 为 
四 5 和 


了 + 
fi uD) 
>- | 你 Mix, ydF*(x J)dG*(y) 


"1 1 | 
> (My, xj)aF"(x)dGty) 


将 上 述 不 等 式 左 布 两 端的 积分 变量 对 换 ， 可 得 对 任何 王 、 


有 并 下 不 等 式 成 立 
人 fo Mx, 9)aG*(x)aFey) 
>-{ 人 Mis, yd Yd" Cy) 
] 1 i 
> |， 人 Mi%, ydGo(x dr "sy! 
由 定理 1.22 及 上 式 可 得 知 
1 Ee 
和 =- 一 人， {M(x, Sd (x dir'{y) 
但 由 《1.23) 式 知 应 有 
u= fo MCs, ydP*Cx dG y) 


因 巩 可 得 # 一 0 


此 外 由 (1.24) 式 还 可 得 知 F* 为 局 中 人 也 的 最 优 混合 生 赂 、 
G* 为 局 中 人 P 的 景 优 氟 合 策略 ， 但 根据 本 定理 前 述 假设 天 训 


人 


品 


站 再 1 24 设 8(xz)， 93(x) 是 C0，123 上 的 连续 函 沁 ， 


FIxji GTIx) 法定 多 在 C0，1] 廿 的 分 布 范 数 ， 则 有 有 


max (| FixdF(tx)}= max fl(*) 
PFE. 四 1 


产 1 、 、 ; 
min 上 gy dGy = min 有 39) 
GEDYJ 0 0 


53 * 


mx fx"= /a)} (1. 25) 
0 1 


则 
SG Rx 
故 对 于 每 一 定义 于 (0 ，1 -的 分 布 函 数 FC(x) 有 


人 foraFia)e | fiajdF(x = f(a) 
困 此 
1 . > 
sup | fx JdF (x) (a) 
FED 0 
0, OxXLo 
另 一 方面 ， 对 及 本 雪 1.Cx) 一 | 
1，Gg 守 之 1 
, 1 1 . 
ra)= | ， 1 (<)d1 x) sup 于。 fCx)dF(x) 
因 弄 有 


sup (| fraFex) = fa)= |， f Cx)dllx) 
FED by 二 


此 说 明 当 (x) 一 J.x》 时 ,积分 [ ，f (x)dF(x) 达到 它 
关于 下 的 上 确 办 7 《(a )， 即 有 


1 1 
Sap | of CdF x) Rs 人 70z)daF(z) 


=f(0) 
再 注意 高 (1.35) 即 可 得 


msx 人， 了 (KxYX JJdECYX) 一 max 于 (于 ) 
rEDJ? 0 号 > 二 1 
局 理 研 证 


» DT 


1 和 { Nd ye ring Sg(2) 机 
他 人 Efi ny 


定理 1.25 设 二 人 和 零 和 连续 对 第 后 = {31 信介 的 支 什 曾 数 
M([z，y》 在 区 域 0 芝 x 有 1，0 有 3 了 有 1 上 上述 续 。， 和 分 布 明 
笋 户 *( x }， 人 Cy 五 分 别 是 局 中 人 局， 瑟 : 的 最 忧 混合 策略 的 
充分 必要 条 件 为 


ma 全 wx， 3 defy 
nxt1d a 


= min | ， MUz。，2ydPrrx om BF Ge 
站 
证 盟 击 定 头 1.,* 抽 ff'，G* 是 对 策 避 在 混合 得 路 意义 下 侯 的 
在 要 条 伟 为 
max min 人 [， 和， 
下 性 门 石生 已 3 0 
= 百人 
= min maz 人 ， 人 1 
ED FeED 站 0 
出 引 理 1.24 有 


sax | [人 cx、 ydG( YY JaF Cx) 


= max% [Mes, yd yy} 
人 1. n 


注意 到 M(x ，》 1 的 连续 性 概 没 ， 图 而 由 定理 1.18 及 上 上 式 可 得 


un max | lh Mix, YdGecy dF x 
FED FEDJ 1 0 


1 
-= in rmax f 有 GT) 
= 0 


1 A 
a f Mix, YIdG*(Y) 
Ol 自 


同 理 本 证 


ma min | ， lg x, YdF' x dGCy) 
FEL ED 0 | 


一 max min 人 MGx， yydF (xw) 
FED dye1l D 


= min {M(x, ydF™ x) 


be Yl 
综 上 汶 述 可 得 
max | wx， y ydG*Cy ) 一 下 (天 *，Ge) 
WEST .9 
一 mia 人 es, y dF*(%) 口 
4 有 1 0 


狐 A(x，》)】 在 区 域 9 志 x* 太 1，0 了 0 所》 二 1 上 连续 ， 0 < 4 


和。 人 0 


< 1 . 阶梯 本 数 1.(x) 一 | 1 则 阶梯 函数 1.( * ) 是 


1 1, [ 
局 中 人 P, 和 的 最 优 混 合 策略 的 充分 必要 条 件 为 ，I.(*) 的 间断 点 
9 满 是 方程 


Hd min MCa, 2) {1.26) 
Dl 


其 中 4 为 对 策 人 的 值 且 满足 


Hs max min M(x, ») 
1 


阶梯 函数 CY) 是 局 中 人 Ps 的 最 优 混 合 策略 的 充分 必要 条 
件 为 ，JsC%) 的 间断 点 & 满足 方程 


4a= max M(x, b) 
nxXl 


其 中 由 为 对 策 @ 的 信 且 满足 
。 56 。 


HH= min max Mi{x, y) 
V1 


证 明 ” 先 对 局 中 人 避 , 进 行 证 明 。 

局 旺 性 ， 没 J x ) 为 局 中 人 已 的 最 优 混 侣 策略 ，Gary ) 为 
局 盾 人 忆 : 的 最 优 混 合 策略 ， > 为 对 策 避 的 值 。 
< 


KC)= 人 Mx, Jd(#), OEICL 
让 定理 1.31 


Kiy I 0 过 1 
网 而 
min Kly uu 
9 sy 号 1 
我 们 将 征明 min 太 (》) 一 #4， 设 其 不 然 ， 若 
0 
min KC(yi>4 
De 
旭 车 一切 0 和 1， 太 (Y > #4。 于 是 由 定义 1.8 订 挫 得 下 还 
刻 盾 结论 ， 
“={ ,fo mx, ya jdGrey) 
本 
-=】 五 (3 dG*(Cy) 


>| udG* (y= 


放 交 
1 
d= min KK{(y)= min { Mix, ydl(tx) 
0 [UE 0 
nmin Mia, y! 
oJ 


充分 恨 。 若 a 为 满足 〈1.26) 式 的 区 间 [0，1) 上 的 任 一 
数 ， 则 闵 -一切 [0 < 省 < 1 有 有 


ss HF * 


<<ar(a， w= {M(x, y dl x) 
于 是 ， 由 定理 1.21 缕 1! x》 为 局 中 全 ; 的 最 优 手 合 策 酷 。 又 由 
定义 1.8 对 策 值 
Hm max min [i | ak6x ,2?)dPCx)dGC2) 
并 (YX ED CE 六 0 
上 上 式 取 (x ) = 了 ix}， 则 由 引 理 1.24 可 得 


= max min | 全 MCX, yj)dl( JdCC 1) 
全 | GIED 0 用 


， 1 
= max mf Ma, ydG(Y) 
1 Cty Dp 0 


一 ma min Miga, ») 
J ?1 


一 min M(x, ») 
1 0 1 


其 中 了, 表示 所 有 具有 一 个 阶梯 的 阶梯 函数 记 威 之 集合 。 
汉 此 ， 定 理 对 局 中 人 的 证 明 人 多 部 完成 ， 对 局 中 人 了 的 证 
戎 仿 此 由 读者 完成 ， 卓 
例 1.14 给 定 二 人 零 和 连续 对 策 和 = {453s, 机} 的 支付 施 数 


MKCx，2) 一 (x 一 2)， 验 证 对 策 G 的 值 s 一 一。 分 布 函 数 


G9) 一 in( 儿 ) 分 别 为 局 


中 人 PP， 记 :的 最 优 混 合 策 略 。 

和 解 ” 因 支付 通 数 Cx%，3 了 )=={% 一 上 》)* 在 区 域 0 二 xX 式 1， 
0 的?》 扫 1 上 连续 ， 由 定理 1.22 只 需 证 明 对 5 0，12 中 的 任何 
了 均 有 


[Mex, FdGr C9) < Ms, dF #) 
» 5 + 


] 
{ Mr x, dry) 
则 者 时 中 
1 ， ,1 ， 1 3 
-| ‘x 9 pal y=(*— 2 ) 
[， 有 (了 


-小 {Roy qf ， -f+ 31(x)] 


1 
= 一 一 
了 7 十 一 1 一 光 ， 
es 1 MN? 1 
容易 证 明 ， 人 区 一 人， 对 一 切 0 < 多 1 成 立 ， 
1 2 
> ， 对 一 切 0 吉 入 1 威 订 。 


werent 


Gr(y) 一 Jisly ) 分 别 为 局 中 人 Pi、 已 的 最 优 混 全 


策 格 。 
例 1.f5 已 知 二 人 零 和 连续 对 策 G 一 15,，S,，Af) 的 支付 


函数 MCx， yy 一 | 一 xi(1 一 |y 一 x 对 策 值 为 -a-， 式 


证 明 分 布 通 数 F*(Cx = x ，G*(3 1 分 别 为 局 中 人 局, 与 六 ,的 
最 优 混合 策略 ， 
证 明 对 任何 在 和 6。，19 中 的 ”有 


人 mex, >)daFr"Cx)= | I rll iy ox!)dx 


= 人 (CIROCT CY x dr 


1 
十 { ， (XR WILE (Ry) dr= .i . 
央 理 对 和 伍 何 在 CC0，13 中 的 x 有 


{Mex, y)dG"(y = {yi ly Ddy 


_t 
6 


因此 对 C0 ，132 中 的 任 他 x， 站 满足 

上 MMC, ?7dF"(0xz)>- |， 了 (YUG3C3 ) 
由 定理 1.21 可 条 呈 (YX 一 和 人 二 几 分 别 为 局 中 人 忆 与 PP 
药 最 项 混合 策略 。 

(四 ) 最 优 策略 的 求解 方法 


二 人 零 和 连续 对 策 目 前 尚 无 一 般 解 法 ， 故 以 下 通过 例题 米 介 
绍 一 些 特殊 解法 . 

例 1.18 设 二 人 零 和 连续 对 策 G 一 {5,，54，M} 的 支付 函 
数 为 


1 


Mx, 2 一 -一 一 一 一 一 一 
1 ta (<) 


试 求 局 中 人 也， 也 :以 阶梯 函数 表述 的 最 优 狐 合 策略 。 
解 ” 设 局 中 人 已 ， 叫 的 最 优 混 合 策略 具有 下 列 形 式 
F(x)=1t x) 
GCII=PlAY)+Cl — BLY) 
其 中 4，5，c， 甩 为 待定 常数 。0 委 有 s1。 
利用 S 积 分 的 性 质 有 


# 一 人， 人 有 (dd 


1 ri 1 
_ 一 一 一 一 一 一 一 一 dx dA YY) 
jf 1 十 -Kx 一 多 


+{1— B)1(y)) 
» 60 « 


一 -如 + 1 一己 
1 + (a 一 日 ) 1 十 


fo WMC, yaF*(s)= 5 
9 1 十 一生 Ce 一 站) 


出 定理 1.21 得 知 F*C%) 为 局 中 人 P, 的 最 优 混合 策略 的 充 要 条 件 
为 时 [0O，13 中 的 任何 y 有 

fo mex, ydF*Cx ) 
也 所 设 M{x， > )，F*(x) 代入 有 


1 2 
: 6 -> 局 - 
1 


十 了 二 全- - 人 27》 
1 十 一 一 !G 一 已 ) 
4 
特殊 地 取 y =cEEro，1 1 应 有 
1 _8 
-日 i 6 > 
工 十 3 一) 1 十 (a~pb) 
4 
十 lB8 
I+--—ia—ce)’ 
化 简 可 得 
= - -- 一 5 a 本 {1.28} 
1 十 4 (一 1 二 ; ‘obY 


”7 


把 中 大 情 的 最 仿 混 合 策略 根据 假设 就 是 纯 策 略 x 一 a ， 因 而 支付 
请 数 村 ix，》) 在 区 域 0 志 * 太 1]，0 了 态 3 了 所 1 内 具有 数 上 
x** 一 a，y"= 0 ,但 根据 定义 1.7 容 蝇 淹 断 M(x，》 ) 在 区 域 0 艺 
1 内 不 存在 篇 点 故人 1.28) 到 写 为 


8 1 < 二 i 
1+— (oe—b) ] 十 了 [一 ee 


在 上 .27) 中 令 y = 一 pEC0，1 3 采用 类 似 的 处 理 方 法 ， 同样 
可 得 


1 1 
BE — 开交 - 人 - 
1+— to—b) IT 十 
政 
14+- Ce 一 0 1+- (oe) 


特 上 式 代 加 《1.27) 式 ， 则 对 一 切 0 志 了》 祈 1 有 
1 i. _1 

+ 
邱 此 对 穴 3yE[50 1 有 (3 一 站) 六 09 一 总 ， 由 上 式 可 以 断定 或 
有 6b 一 0 ( 当 - 诸 -二 sa 二 1 时 或 有 5 一 1( 当 0 所 < 二 时 )， 
两 者 必 居 其 一 。 采 用 同样 的 方法 讨论 还 可 得 到 (ae 一 0)* 庆 (a 一 
?7 对 YEf01] 成 立 ， 因 而 还 可 断言 或 有 5 = 二 0 (当当 <« 


(a—y)’ 


七 1 时 )， 或 有 o 一 1 { 当 9 < 去 上) 两 者 必 居 其 一。 然而 
5 中。， 否 则 支付 函数 在 区 域 6 所 x 多 1，0 挟 》 挟 1 内 将 有 鸡 
+ 2 ， 


但 这 站 不 可 溪 的 。 注 意 到 sa 、P、“2 取 值 的 上 述 限 制 。 为 此 


可 取 o 5- ec 一 1( 或 = 
以 下 来 确定 有 ， 


Ex)= | Mx ?5dG"(0y ) 


了 a _ 十 --- + 了 
名 
1+——x 1 4 


今 


= 


宙 定 理 1.21 邱 对 一 切 0 之 xs 之 1 有 总 (CS ， 但 我 们 可 以 响 洁 


六 


全 | 了 
没 其 不 然 ， 则 人 一“ 一 2e， 其 中 上 六 0， 因 ECx ) 交 
[4、1 1 上 为 连续 函数 ， 故 只要! x 一 一 一 | 之 3， 就 有 


G(X EH ee 
又 根据 定义 1.9 及 上 5 积分 性 质 有 


= {GCx)aF"«) 


于- 
二 Cx dr*ix) 


1 


:| Gx)dF*(«) 
- 一 车 


本 3 


:| OCx)dF (tx) 
2 
三 了 


-8 二- 
<*| ogF*(Cx)+Cg -| dF*Cw) 
js 


-6 


| 
-+ |， dF* (Cw) 
1 


-TO 
四 FC = 1 %), 由 阶梯 羡 数 定 闵 . 
rr( 于 -io 
葡 得 出 # 之 2 一 上， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 
5 二 )-， 
又 因为 对 一 切 09 所 x 丰 1， CX ) 扩 4 ， 施 
0 


我 们 断言 maz G(x)=w。 设 其 不 然 ， max Gx)}<H, 
OCxRCl 0 cx 


则 对 一 切 0 才 x* 必 1， B(x)<w， 这 与 G( 一 )=u 产生 务 
十 ， 因 此 

区 
又 G(x) 在 0 必 % 必 1 内 可 微 ， 因 而 由 上 涉 可 得 极 值 存在 的 必 
要 条 件 


Er -0 


* 84 


出 此 即 可 解 租 6 = 一。 
最 后 得 出 ， 
Fox 一 Pa(z) GY) Ty) + Ty) 


Ae i6 
对 第 人 悄 刀 = 


上 述 例 是 给 我 们 提供 了 一 种 求解 二 人 零 和 连 绪 对 策 的 实用 方 
法 【只 区 支付 靖 数 MIx，3 在 区 域 0 志 有 所 1，0 太 YY 所 1 
a 本 假设 书 中 人 人 绝 最 优 混合 策略 为 具 育 间断 点 特定 的 队 纪 
形式 或 阅 ; 打 训 待定 的 阶梯 辐 数 的 号 琢 性 组 合 形式 然后 这 过 

二 全 汉人 策 卫 河 涪 别 定 理 守 算 出 间断 点 ， 从 而 可 最 后 兢 守 局 
号 最 优 混 合 策 334， 和 方法 内 机 其 
pe CO, 


全 .1 17 过 和 连续 对 入 的 付 阔 数 MC%， =~ia 
2 ， 汪 求 局 中 大 具有 下 列 形 式 的 最 优 混合 策略 。 
Fo0=0, Fr(x)=o+hY, % 人 0 
0 0 yd toy 0 
其 中 a，Gs、B5,、b, 为 得 定常 数 ， 
解 ”注意 到 最 优 混 合 策略 是 定义 在 [84，1] 上 的 概率 分 布 
疯 效 ， 攻 应 有 
Fr(1)=90+6= 1, GC1)=6,+b,=1 
册 而 FX)=0T(l 0 Xe 人 0 
Gy)=6t((1 bb)y,， yd 人 0 
又 因 
Mx%, YY)=sinnz(x—y) 
=—sn2n( 一 % =— My, %) 
根据 定理 1.23 对 策 值 * = 0 ， 且 两 个 局 中 人 共有 相同 的 最 优 混 合 
策略 ， 故 a; 一 六 。 及 然 C0,.0) 非 本 (x ,3 的 鞍点 , 故 @ 关 1. 
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令 G(x) 一 M(x， )dG"(y>)， 与 例 1.16 推 导 一 样 ,我 
们 可 以 断 育 对 0 之 x* 达 1 中 的 任 一 x 个 (%*)=4 吕 0 妈 
fo sin2r (x—y)d0:y)= 0, 因 分 布 函 数 G"(3) 仅 在 
2 = 0 处 间断 旦 里 庆 为 m。 改 由 3 积分 性 质 我 们 得 到 
十， Sin 2 人 一 多 dr ) 
=asin2n( x 一 下) 十 【1 -of 。 Sim2 x — yydy 


1 元 人 -Ceost 一 2rx) 一 cosC2rC 1 一 %)) 


一 了 | Sin27X 


= 0,Sin2xx 
因而 ， 对 《0 ，1) 中 任 一 *，gsin27zx 一 0 ， 敬 901 0， 从 而 求 
得 

YX 
由 定理 1,21 凡 S 积 分 性 质 ， 容 易 验 证 个 (CX)=% Gi》 二 3 
汐 局 中 大 也 ， 了 的 最 优 温 全 策略 。 

最 后 ， 我 们 举 一 个 庶 用 例子 ， 这 个 例 中 的 支付 函数 为 非 连 综 
函数 ， 但 确 又 存 站 对 策 的 解 、 可 见 连 续 对 策 有 解 的 基本 定理 1.18 
还 可 作 基 些 推 论 ， 有 兴趣 的 读者 可 查阅 参考 文献 【26]。 

例 1.18 延迟 发 射 问题 

涩 预定 要 发 射 一 朵 导弹 时 ， 在 发 射 前 为 抽 寻 有 目标 有 一 记 暴 党 
时 间 , 假定 局 中 人 人 局; 计划 在 本 小 时 内 发 射 一 显 导 弹 ,但 在 发 射 前 局 
和 中 人 不 得 不 先 暴 露 e 小 上 时， 显然 过 了 。 在 这 段 聂 露 时 间 内 导弹 
有 童 到 敌人 《局 中 人 已) 这 击 的 危险 。 我 们 假设 局 中 人 号 在 不 知 
道 局 中 人 已 的 决定 的 情况 下 只 有 一 次 屠 击 机 会 。 求 局 中 人 忆 , 暴 起 
导弹 的 最 优 时 间 。 

局 中 人 已 的 一 个 纯 策 略 是 选择 时 刻 直 开始 暴露 。 由 于 搜寻 目 
标 需要 暴 器 e 小 时 ， 因 而 0 友基 蕊 T 一 ee。 因为 局 中 人 PP; 不 知 
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刁 , 的 据 择 。 所 以 也 ,的 一 个 纯 策 覆 是 选择 时 刻 了 对 局 中 人 号, 进行 

袭击 ， 显 然 0 委 了 < 安 了 。 

导弹 在 暴露 时 间 内 即 果 未 遭 到 户 的 菊 击 ， 则 局 中 人 人 避 . 将 让 六 
二 注 一 时 刻 发 和 这 杖 导弹。 因此， 如 果 遍 中 人 成 在 学 弹 殿 露 期 
闻 之 前 或 之 后 进行 袭击 ， 局 中 人 只 , 误 能 成 切 惠 将 导弹 发 射出 去 以 
击 中 电 标 。 

支付 规则 为 ， 若 局 中 大 ,将 导弹 发 射 昌 去 ， 户 支付 给 也， 为 
1 ， 否 则 为 G6。 因此 支付 函数 六 (x，3) 为 下 剂 非 连 续 另 者 


1, YXET- eo 或 Y+e VT) 
MI, YF)= 
令 上 -人 ，z 一 -分 一 -证 -， 则 局 中 人 局 的 线 秘 格 集 为 天 


限 集 5, 一 50，1 一 4)。 局 中 人 PP 的 纯 沫 略 集 为 扎 限 集 5,==' 0， 
1 }， 支 付 函数 变 为 


| 
有 
9， 其 它 情 形 。 
我 位 假定 {< 容易 证 骨 

一 max minM(x, y)<min maxMix. 3 = 1 
因此 ， 对 策 在 纯 策 略 意义 下 无 解 ， 只 能 考虑 对 策 在 混合 策略 意义 
于 的 解 。 


设 分 布 卫 数 户 CxX)， 人 GCY) 忆 DD 分 别 为 局 中 全,， 了 ,的 温 合 
策略 ， 则 局 中 人 已 的 期 望 支 付 盾 为 


E(F, G)= {|, (M(x, yYdG(y) dF x) 
-+t 4 
=-{, {VaGcy ar) 
一 了 
+ 人 daGty)dFCx) 


晶 br 


=- G(r)+1-G(*+ 1 JdF (Cx) 


故 
inf sup ECF, G) 
好 和 直 万 产生 六 
四 inf sup [G(x)+ 1—G(tx+ 1)) 
好 处 站 xT- 
只 二 一 st inf [一 下 (xx) 十 各 fx 十 了 于) 


Dp 
GED Paxel~-1i 


令 adG)= inf Ctx+t -GE(*)), 则 对 一 煞 # 
1 


{O01 一 1+) 有 
a (GI)EG(Y+ 1)— C(x) 
或 
CUx 十 于 3 他 (Y%) 十 GCC 
令 X 一 0， 21, i 《首开 我 们 可 得 到 
Cr)DGfG) 
有 Dre C02 e) 
GD ratG) 
其 中 对 已 1 之 (# 十 1)t。 于 是 ， 对 于 一 切 G 有 
ga GCM EG(1)e-1 
即 


a (GO) 
因而 


sup inf ,LGCx+ DD)—G(*)Ie 一 
好 在 号 0 号 二 1 

号 们 要 证 轴 上 臣下 祭 号 友 卫 。 若 17 上 为 正 整数 引 ， 即 四 = 二, 考 

下 分布 函数 Gy ) 一 2， 则 


二 68 血 


inf [全 十 人] 
om x 一 


因此 


sup inf COCxTF HIG x)I= i 
GED nx 


车 1 不 是 正 束 数 ， 设 [ 1/ 1 一 让。 考 鹿 分 布 函数 
G9) = 2 1 ;>) 
二 二 1 

机 
inf [Ox+ £)—O*(%x)] 


be xel- 1 
1 所 、 
一 ink 一 一 了 4 - 
es Li D+ 于 人 
= 
1 
由 此 
sup inf [Gtx+ 1)— G(x)) 
ED El +- 
一 上 un, 1 
”让 
it 
故 
1 
inf 五 五 ， 好) 亚 寺 一 一 一 一 一 
GD 有 ) 基本 
上 
类 人 组 的 可 证 明 


» P99 * 


因而 对 策 值 
tl 
了 
并 同时 得 知 局 中 人 ,的 最 优 混合 策略 为 
y， 若 -1 一， 
G*(y ) = ， 
i 9), 着 [= 


下 十 于 


雇 下 验证 局 中 人 记 的 一 个 最 优 混合 策略 是 


4 一 1 一 


性 一 卫 
F(x) i BD Tn(%) 


0 
分 两 种 情形 考虑 ， 
首先 ， 假 定 1 一 1/n， 即 1/ 1 是 一 个 正 整 数 ， 此 时 有 


1-1+ 
ECF*, G)=|, CGCXA)F LG x+ 1 dF"(x) 


1 一 于 
= 1 一 | ， CG(x + 1) G(x IIdF "(YY) 


n—-1 
1 1—{ 
一 1 一 一 之 站 CG(x+ 1+) 
G(x)Ildin(t%x) 


并 一 1 


= 1 一 一 DCUrt 1) GUD 


1. 
性 


CGC1)— G0 


= 一 


RE 


其 次 ， 设 一 一 -过 + 之 下 -， 册 对 一 切 忆 会 刀 有 


ECF*, G;= |) Cel) 1 G(xt tIdF (x) 


他 一 1 
1 ; 一 
一- 2 COUt 1) -GUD 
= 1 一 -二 -Go 一 G00D 


站 


因此 不 论 171! 是否 为 下 可 数 ， 夺 一 雪 三 全 如 避 检 


= 上 了 1 一 
TT 


ba Pa GY | 一 
已 1 | 


由 定理 1.21 可 知 丰 "x 为 局 市 大户 的 最 做 提 合生 内 。 
综 台 上 述 结 论 硬 短 ， 对 策 值 


] 
= 
[- 
局 中 人 天 的 最 绽开 Ff 
Fr” 1 
} a 
vt Fr 
其 = 了 2 7 ie 下 。 
[| 0 T 
已 ， 


局 中 人 PP. 的 最 贫 湿 合 帝 申 避 


， 人， 闪 - 5- 为 正 涉 就 。 


Gy = 1， (>)， 车 - 写 - 非 歼 政 ， 


§ 1.4* nn 人 零 和 对 筑 


我 们 已 讨论 了 二 人 零 和 对 策 ， 二 大 零 和 对 策 的 特点 是 参加 对 
策 的 双方 具有 对 立 的 利害 关系 , 不 是 输 , 就 是 启 ， 没 有 任何 调和 的 
余地 . 在 n 人 截 和 对 簧 中 【1 关 3)， 虽 然 也 有 利害 的 冲 突 、 对 
立 ， 但 这些 已 退 肯 核心 位 置 。 而 联盟 、 合 作 、 合 优 则 占有 更 重要 
拘 了 地位。 在 二 人 零 和 对 第 中 ， 不 会 产生 联盟 的 问题 ， 因 为 一 出 现 
联盟 就 不 可 能 构成 对 策 ， 然 而 在 三 人 对 策 以 至 于 # 人 对 策 中 ， 由 
于 局 中 人 数量 的 增加 ， 不 仅 使 局 中 入 之 闻 形 成 的 各 式 各 样 的 联盟 
有 了 看 在 的 可 能 性 ， 宴 主要 的 是 ， 这 类 联盟 的 存在 喜 正 反映 出 容 
观 世 界 中 实际 进行 的 各 种 各 样 的 对 第 的 实质 。 因 此 ， 无 论 从 理论 
上 上， 还 是 从 实践 上 ， 都 有 对 nm 入 对策 进行 研究 的 必修 ， 


(一 ) mn 大 零 和 有 限 不 结盟 对 策 


在 n 人 对 策 中 ， 如 果 局 中 人 之 间 没 有 任何 的 联 盘 ， 称 此 对 第 
汶 不 结盟 对 策 。 反 之 ， 称 为 结盟 对 第 . 

设 有 #8 个 局 中 人 ,用 记号,, …s 卫 .表示 , 简 记 为 T，2，…*m。 
局 中 人 构成 的 集合 用 了 表示 ， 即 了 一 {1，2，*…，。#}。 再 利 局 
中 人 人 卫 ; 的 纯 策 略 集 是 人 Si， 人 Si 的 元 素 用 Si ，Sis，…，Sim 表 示 ， 即 

Sm {Sy Sys | Suns} 

每 一 个 局 中 人 Pi = 一 1，2，…， ft) 都 可 从 自己 的 纯 艇 略 集 
3S. 中 , 选取 一 个 纯 策 路 Si 用 各 Sn 构 成 一 个 向 量 S 一 (So5o 
本 Sa), 其 中 531. 二 35,， = "ss So ES,, 并 称 此 向 量 
SS 为 一 个 纯 局 势 或 状态 ， 所 有 的 纯 局 势 构 成 的 集 记 为 5， 则 


5={S}= M5, 


i=1 


一 4S 三 (Ss sj "np Sa) [Si ES i 刁 1)} 
ss FPF ，» 


每 一 纯 月 势 S$ 一 (9 ，Sa，…，3Sw ) 者 现 时 ， 各 个 与 
中 人 人 痢 有 自己 的 支付 {或 赢得 |。 设 在 纯 局 势 S 中 ， 局 中 入 二 ( i 
一 1，2，…， 8) 的 支付 为 
ASI=H{ Ss., Sapos ns Do ), 一 2，…， 人 
有 显然， 五 SICT 一 1，2，。，… 1 是 3 上 的 实 秆 函数。 如 朵 
在 二 人 对 第 中 那样 ， 我 们 称 百 ,(S) 为 局 中 人 工 的 去 付 函 狐 。 
ee tT, {Sr {Ht SDVer, T=11. 2 
为 正规 型 # 人 不 结 由 对策 。 若 对 每 一 个 1 ，S, 的 元 于 个 
数 是 有 限 的 ， 天 导入 人 是 有 有 有限 的 。3;: 号 局 中 大 说 的 结 第 星 集 . 
ff 履 S) 是 在 纯 局 轨 S 中 ， 局 中 人 i 的 支付 (或 友人 村 丽 数 。 与 
一 个 宇和 有 限 尖 利 关 位 ， 我 们 可 以 如 下 解 蒜 对 策 G， 每 个 局 中 人 
， 彼 此 独立 地 从 各自 的 纯 策 略 集 3 中 选 阴 了 一 个 线 艇 让 后 ， 
形 六 了 个 站 局 物 。 一 Cn a “为 了 询 合 ， 人 
称 之 为 局 热 ， 因 而 对 第 的 这 一 局 便 告 结 者 课 。 根 据 对 繁 关 员 ， 每 一 
个 局 中 大 人 一 1，28，…， 站 ) 可 得 铬 一 笔 怠 入 五 3) 站 
其 些 五 f3)< 0， 则 表示 那些 局 中 人 人 冉 出 而 非 收 六 ;?。 如 果 
2 :5) = 0 , 则 称 这 类 对 策 是 零 和 的 , 它 宾 示 菜 个 或 某 北 癌 
FE = 
中 大 收入 的 元 目 ， 阿 好 就 是 参加 这 局 对 策 的 其 他 局 中 人 去 让 的 总 
竹 ， 本 节 我 们 侈 限于 讨论 人 零 和 有 限 对 策 的 情形 。 节 小 从 一 个 
参加 对 策 移 局 中 人 都 淘 望 自己 获得 最 大 收入 ， 然 而 ， 这 并 个 后 民 
责 情 愿 的 事情 。 局 中 人 想 抒 骨 已 收入 的 愿望 普 丰 现实 ， 梯 访 蒜 下 
局 势 的 构成 。 由 于 每 一 个 局 中 人 又 只 能 部 分 地 影响 局 势 ， 区 此 训 
实现 收入 的 原音 ， 就 得 用 对 策 的 理论 来 指导 局 中 人 的 行为 。 如 浴 
公 筑 侥 尝 ， 角 日 已 获 殴 的 甸 验 去 参加 对 策划 其 结果 将 和 厘 朱 
失败 。 
为 了 介绍 什么 样 的 纯 策 路 对 局 中 人 有 利 ? 为 此， 先 引入 记 
导 ; SISi,。。 它 天 必 在 局 势 S$=(5,j,，Sysp，…，Sw) 中 ， 局 
中 人 1 在 纯 策略 集 5, 中 ， 将 纯 策略 Sw, 换 成 了 纯 策 咯 5;;, 后 而 形 
二 7 了 3 + 


成 的 局 势 ， 期 
SS CO 二 Sis SH reg a Do 


如 果 存 在 一 个 局 执 SS， 对 于 遍 中 人 的 任何 纯 策略 3 刁 : 


3 都 恒 有 
HASIPH(S SY) 
风 称 局 势 5 对 局 中 大 了 是 有 利 的 ， 


不 等 式 吾 ( S) 学 蝇 I(S 1Sn) 的 意义 是 明显 的 ， 它 家 示 当 其 


他 局 中 人 所 选 的 纯 策略 不 变 时 ， 若 局 中 人 工人 任意 地 改换 纯 策略 后 


所 得 到 揭 收 入 ， 才 不 如 在 局 势 $ 中 选 定 的 那个 纯 策略 而 得 的 收入 . 


多 。 这 是 和 我 们 吨 常 生活 中 所 诽 的“ 有 利 ” 含义 是 一 致 的 。 
定 灾 19 如 果 存 在 一 个 局 势 S3， 对 全 部 的 局 中 人 均 有 利 ， 
称 此 局 势 $ 为 对 策 的 平衡 局 势 


平衡 局 势 的 笑 念 是 很 重要 的 。 绝 大 多 数 有 关 对 策 论 方面 的 研 - 
究 工作 ， 都 是 研究 关于 平衡 局 势 的 存在 及 其 解释 、 忻 质 以 及 平衡 


局 势 的 求解 方法 等 间 题 、 因 此 ， 有 人 人 认为， 现代 对 策 理 论 实质 .上 
就 是 关于 对 策 的 平衡 电势 的 理论 ， 

出 平 奖 局 势 的 定义 我 们 知道 ， 如 果 S 是 对 策 的 平衡 局 势 ， 购 
每 一 个 局 中 人 都 对 在 局 势 S 中 自己 所 选取 的 纯 策 略 感 到 满意 
( 轩 鸭 此 时 收入 最 多 )。 面 且 ， 任 何 一 个 局 中 人 想 改 换 自 己 已 采用 
的 纯 策 略 的 话 ， 均 意味 着 其 收入 将 碱 少 。 因 此 ， 这 种 平衡 局 势 是 


参 如 对 策 的 每 一 个 局 中 人 都 乐于 接受 的 ， 而 且 对 每 个 局 中 人 都 具 
有 吸引 力 。 相 反 ， 在 任 铅 一 个 非 平衡 局 势 由 ， 由 于 至 少 有 一 个 局 
中 人 不 满意 他 处 于 的 那个 局 势 《 因 为 此 时 该 局 中 人 的 收入 要 低 于 - 


在 平衡 局 势 宙 的 收入 )， 这 就 促使 他 改变 钝 策略 ， 一 直达 到 平衡 
局 势 为 止 。 由 此 看 来 ， 平 帘 局 势 上 共有 某 种 程度 的 稳定 竹 、 谁 玻 示 
改定 性 《如上 尝 他 改变 线 策 略 )， 他 就 将 受到 减少 收入 的 悉 若 。 


特殊 地 当局 中 人 只 有 二 人 时 ， 设 5 一 (S4,，53,》 为 平衡 局 


势 ， 则 由 定 久 1.9 有 
站 DPK SI, SES, 


* Fr" 


[a 


HfSY), SHH SI, Se 
性 先 臣 零 和 对 第， 礁 
大 
入 和 革 订 每 在 二 人 人 零 和 对 策 中 ，5S* 一 (9 ，341,) 是 平衡 局 势 申 充 
妇 人 第 件 为 
HS SemH(SY., St PH SY.) 
其 中 Si; 所 S1，Syj, 守 S$:。 据 此 还 可 得 向 平 隐 局势 37= iit 


sy 满足 如 下 等 式 。 
sup inf 再 人 S02 =H (SY SY 
二 1 = Tay 巡 : 


= inf sup Hts Ses,) 
So, ES Hs: [= 


显然 ， 当 4 = 2 时 ， 平 衡 局 势 中 的 5S),，53, 即 为 局 中 人 工 、 局 
中 人 2 的 最 优 纯 策略 ， 询 (S 各 ,，5%,》 为 对 策 的 解 。 所 以 ， 我 
人 看 理由 认为 ， 平 奖 局 势 是 最 优 纯 策 略 所 构成 的 对 策 解 的 一 种 
Rr 

那么 ， 和 任何 一 个 站 大 均 和 丰 限 不 结 师 对 策 是 否 在 纯 筑 略 意 义 
丰 圳 存在 一 个 平衡 局 势 呢 ? 从 二 伶 和 和 有限 对 策 定理 1.1 可 知 . 售 ? 
沦 今 人 失望， 因而 可 了 雇 认 为 在 统 策略 意义 下 任 一 1 人 零 和 有 红 椒 
结 曲 对 策 的 平衡 局 势 并 非 永 远 存 在 。 与 二 大 零 和 有 限 对 答 类 他， 
愉 要 我 们 对 纯 策 略 概 念 加 以 扩 张 ， 并 下 入 温 合 策略 法 念 后 ， 就 *" 
以 证 明 对 策 忆 前 温 合 扩张 9* 必 有 平衡 司 执 存在。 为 此 ， 引 入 下 而 

设 G={1， {5} 于 1H ,1 , 站 
个 不 第 申 反 nn 人 零 和 有 限 对 策 ， 局 中 大 P, 的 策略 集 为 $= 19. 
Ss cr 
23im:) 为 一 个 梳 率 向 景 ， 它 表示 局 中 人 人 工 忆 = 的 概率 取 引 第 二 
3， 以 ar* 的 轿 率 取 纯 第 聊 .9,。，…， 以 io 的 概率 取 纯 策 跑 5S, 
与 定义 1 .2 类 似 . 我 们 也 定义 局 中 人 i 让 车 混合 策略 为 概率 向 遇 2 守 


‘Qs rs “93 ,me 了 其 中 人 由 了 了 一 二， 和 得 


2 Ss, EN 


az 一 1。 局 中 人 了 的 全 部 混合 策略 所 构 成 的 集合 用 S7 表 


1 


be 
"a 


| 


“因为 对 策 是 不 结盟 的 ， 所 以 每 一 个 局 中 人 都 基 独 立地 选择 自 
已 的 纯 策 略 Sy 以 及 炮 自 己 的 涡 合 策略 cij 。 于 是 ， 出 现 局 势 5 = 
(人 Soper wy ) 的 粮 率 ， 便 由 局 中 人 1 取 纯 策 略 Si 的 
梨 率 a1/,， 局 中 人 2 联 绰 策略 Sj. 的 概 只 2,;.，…， 局 中 人 # 联 纯 
策略 5。 的 概率 coy 决定。 由 于 各 局 中 人 逻 取 纯 第 略 的 相互 独立 
性 ， 因此 ， 出 现 局 势 S 一 (sy 。 ay Soy) 的 概率 应 等 于 各 
个 概率 Br 之 积 。 我 们 称 向 量 一 (al， 色 ，…，a) 是 一 个 混合 
局 势 。 它 表示 在 对 第 台中 ， 局 中 人 工 从 其 策略 集 福 ,中 以 概率 分 布 、 
cift= 一 1 2，… 芷 ) 选取 纯 策 略 。 并 规定 局 中 人 i(i=1， 
2，… #) 的 期 望 支付 函数 为 五 Ke 则 显然 有 互 5Ca) 一 
五 al， Ga am) 一 >! 和 >) Hi(Siss Depo 人 

Su 所 Si Sm EF 

Sy A 1 

定 兴 1.t 切 对 于 第 定 的 对 策划 一 {7 ，{SiHierm {i} ret), 依 
照 上 述 方 法 构造 一 个 对 策 G" 一 {T， 人 及 ien (如 由 村 ， 其 中 2 是 
局 中 人 的 混合 策略 集 ，? 是 局 中 人 i 的 支 村 应 数 。 称 对 策 C” 
疙 对 策 避 的 一 个 汤 合 扩张 (或 混合 扩充 )。 

为 了 简便 起 见 ， 以 后 将 沦 合 策略 、 混 合 局 势 ， 分 别 简 称 为 策 
了 略 ， 局 劳 。 

定 久 1.11 在 混合 扩充 "中 ， 如 果 对 于 任何 一 个 局 中 人 i， 
以 及 他 的 任意 一 个 策略 4&1,。，。 均 有 不 绽 式 

Ho Ht ta), dESt, i =1, 2, YY, # 
成 立 ， 其 中 符号 a*lla;, 表示 在 混合 局 势 a* 中 ， 局 中 人 i 将 其 混合 
策略 局 换 成 wo 出 称 局 势 呈 一 (的 ) 为 的 一 个 潍 
会 平衡 局 势 〔〈 简 称 平 衡 局 势 ) 。 
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定理 1. 季 在 对 第 吕 中， 局 势 @ 一 (ae 0 为 一 - 
从 定 衡 局 势 的 弃 分 必要 条 人 竹 是 ， 对 于 任何 局 由 大 ， 肌 及 全 的 任 
总 一 个 部 策略 S:，， 不 等 式 

NeliSor EHila), $1, ES i=1, 2 

人 《1.29， 
成立 ， 

证 明 首先 说 明 Ca Ss, ) 的 意义 ， 它 表示 在 混合 局 势 
"中 ， 局 中 人 以纯 策略 Siy,, 去 埠 换 寂 合 策略 必 后 所 得 到 的 期 请 
支付 。 

必要 性 ， 直 于 入 一 (2 》 是 一 个 平衡 局 势 ， 册 
定 名 i.11 有 石 ?(0 六 及 Ya"eij， 潮 任何 QS1 (一 1 
2 ,…、#) 成 立 ， 特 跌 地 了 到 Qi 一 {0,0 1， 00.0) 时 | 
该 式 仍 应 成 立 ， 邯 有 

Hila’ Ha a,) = H(i 2 
i 二 1 2 

充分 性。 用 Qn, 乘 (1.29) 式 两 端 ， 然 层 关于 Sn, 忆 ES; 采 

和 ， 得 
2 HalSy, Joy >》 (aao， 

Sut = Si ED: 
注意 到 右 YCe*》 及 如 ?CeWSij,》 的 定义 ， 上 式 左 端 为 HY(a* aj)， 
而 右 病 为 

_ Ci 一 五 (Ca > Ci 一 再 ?Ca ) 
= 3 民 2， 
因此 有 
Hitavla) Ha’) 

由 定理 1.27 谭 知 ， 要 类 断 骆 是否 是 一 个 吾 衡 局 势 只 须 到 用 
《1 29》 式 进行 判别 即 可 。 

定理 1.28 任何 ”人 去 和 有 限 不 结盟 对 策 避 "一 1 ,je 
直译 少 存 在 一 个 平衡 局 势 。 
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证 骨 可 查阅 参考 文献 【101。 
上 述 定 理 是 Nash 于 1950 年 得 出 的 ， 由 此 定理 可 知 ，"w 人 零 
和 和 有限 不 结盟 对 策 在 混合 扩充 意义 下 至 少 有 一 个 平衡 局 势 存 在 。 


一 ) 特征 至 数 与 简化 型 对 第 


在 & 人 有 随 不 铺 盟 对 策 的 讨论 中 ， 各 个 局 中 人 是 在 彼 琵 互 不 
遂 和 信息 的 条 符 下 ， 从 各 和 当 的 策略 集中 选择 策 界 来 进行 对 策 的 。 世 
是 ， 在 现实 生活 中 ， 多 人 人 对策 现 象 常常 侈 出 现 各 局 中 入 “或 部 分 
局 审 大 ) 和 后 此 变换 情报 ， 互 通信 息 ， 协 调 行动 ， 以 便 取 得 对 于 入 
已 有 利 结 局 的 现象 ， 这 种 相互 配合 ， 团 结 一 致 ， 和 被 此 协调 移 现 
象 ， 就 是 对 策 中 的 联盟 概念 的 原型 。 那么 ， 在 一 全 对 策 中 ， 哪 些 
人 结 成 联盟 ?如 和 何 结盟 ?在 结盟 后 联盟 中 的 各 个 局 中 大 应 采取 什么 
行动 ‘策略 ) 才 是 从 汝 的， 什么 行动 是 有 害 的 等 等 问题 ， 都 是 对 
策 论 中 应 予 讨论 的 。 

在 现实 生 医 中 ， 结 成 联盟 前 形式 是 冤 种 多 样 的 ， 因 而 也 是 - 
分 复 洒 的 。 联 盟 的 形成 可 能 基 由 局 中 人 的 收 支 来 决定 ， 也 可 能 是 
由 政治 的 、 感 铺 的 、 心 理 的 因素 等 来 决定 的 。 局 中 人 可以 不 大 加 
任何 联盟 ， 也 可 以 参加 一 个 或 多 于 一 个 的 联盟 。 在 一 个 联盟 内 ， 
总 的 收 支 可 能 归 联 盟 集 体 所 有 ， 也 还 可 能 在 参加 联盟 的 各 局 中 人 
之 间 进 行 再 分 筷 。 在 某 些 对 策 现 象 中 ， 局 中 人 参 旭 某 个 圈 盟 也 可 
能 是 无 意识 的 ， 然 而 在 客观 上 确实 是 形成 了 联盟 。 意 之 ， 形 成 联 
组 的 原 国 ， 以 及 各 局 中 大 笃 么 行动 ， 怎 拌 进行 分 配 等 等 ， 都 是 一 
些 相 当 复 杂 的 问题 ， 

尽管 迄今 已 获得 的 有 关 结 盟 对 策 的 理论 还 不 能 令 人 满意 ， 但 
我 们 仍 将 在 下 面 介绍 Neumann 所 建立 的 理论 ， 这 是 因为 这 些 理 . 
论 包 含 了 有 发 展 前 途 的 ,合理 的 肉 容 。， 若 在 此 基础 上 进一步 讨论 、 
发 展 新 的 理论 ， 则 无 锋 是 有 相当 从 用 的 。 

”T， 特 征 函 教 及 其 性 质 
特征 函数 的 籽 念 在 对 策 论 中 非常 重要 ， 正 如 Neumann 所 说 ， 
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“我 们 和 希望 忽 老 和 # 人 竞赛 的 全 邯 理 请 建立 在 这 个 国 数 的 基础 
十 *， 这 里 所 说 的 竞赛 ， 就 是 本 书 所 讲 的 对 策 。 下 面 将 大 于 , 通过 
转 征 阐 阔 概念 的 引入 ， 有 关 局 中 人 之 间 的 结盟 ， 答 个 联 粗 之 咱 局 
中 人 人 之 间 进 行 的 补 搂 ， 以 及 两 个 磋 盟 之 闻 的 全 并 及 斗争 等 问题 ， 
部 缔 给 予 确 切 的 描述 。 

定 尽 1.12 用 了 一 11，2，… 吕 ) 二 未 hh 人 人 莒 对 在 限 寻 策 
出-- 切 局 中 人 所 构成 的 集合 。 称 了 的 剑 一 子 集 为 这 个 对 第 时 一 
个 琴 虹 。 把 了 中 除去 了 后 是 成 的 玩 个 子 集 记 为 联盟 一 了 了 . 

全 上 还 定义 中 ， 有 玫 点 全 得 注 意 ， 首先， 当 庆 中 只 有 一 个 元 
素 叶 .起 称 了 为 一 个 联盟 ， 其 次 ， 如 上 虹 下 = 二， 放 一 了 = 人 忽 ， 攻 
位 四 江 站 及 的 当 作 了 上 联盟 对 香 。 特 别 是 把 外 当 作 一 个 联盟 后 。， 倍 仿 
今后 的 讨论 带 来 方便 ， 并 称 宫 为 空 联 盟 ，。 

我 们 认为 ， 在 六 中， 分 成 了 两 个 联盟 了 及 一 下 后 。 TT 中 各 
中 人 在 选取 策 歼 时 ， 互 通信 息 ， 彼 此 合作 ， 荔 调 行 得 。 尊 一生 四 
也 已 站 出。 于 是 ， 就 可 以 卸 耻 关 成 某 个 对 策 中 的 一 个 蜀 咎 上 汪 ， 
而 把 一 卫浴 作 这 个 对 策 中 男 一 个 局 中 人 乙 ， 在 这 种 现 点 下 ， 汪 这 
3f 人 给 吓 视 作 只 有 两 个 局 中 八 了 及 一 了 。 设 了 中 的 局 中 人 的 纯 第 
洲 保 为 53.:， 而 且 在 不 知道 共 余 一 1 个 局 中 人 选择 什么 纯 策 喀 所 
清 丙 下 ， 队 35; 中 选择 一 个 纯 策 覆 Sir， 因 面 局 中 人 得 到 有 七: 
ae ot， 由 于 对 第 是 零 和 的 ， 因 此 


2 HfSiay Sinss ‘, Sor)— 0 


St, EDN, = |] 了 2 s + 
由 于 局 中 人 人 分 成 了 两 个 联盟 下 与 一 卫 ， 可 以 把 联盟 打印 迪 
禾 认 为 是 了 中 各 局 中 人 各 种 纯 策 酷 的 组 侣 ， 不 姑 设 了 的 纯 肝 果 六 
( Sr 站 ‘Sha 2 Sy SE, 3 Sm, ES 
= 向 一 T 的 纯 策 申 为 {Sn ti Sy, , i 
EV Da ED +, Syn = HY 二 其 中 竺 纯 莹 二 
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Sr 二 ?的 选取 还 可 以 及 
为 是 在 T 及 一 了 内 部 各 局 中 人 缀 过 充分 协商 后 确定 的 ， 此 时 , 拒 
了 和 厦 作 其 一 个 对 策 的 局 中 人 甲 ， 并 把 一 了 看 作 该 对 策 中 的 另 一 局 
中 人 乙 , 于 是 ,就 榴 成 了 一 个 二 人 人 对策 。 有 从 而 局 中 人 甲 的 总 支付 为 
>) 五 CS Dory ax ) 
1 全 下 
一 了 《局 中 入 乙 》 的 总 支付 为 
3 再 CS， Syros “7 Sar,) 
1 如 一 全 
因为 是 零 和 对 策 。 故 有 
2 五 Si Sere my Sk) 
这 名 了 了 
一 一 2 HlSi,, Sr ns ae 
1 和 一 他 
注意 到 I Statr 9 的 St ) 的 元 未 个 数 为 L&E， 而 
《S44 ，Sie， ，…，Sru) 的 元 素 个 数 为 8、 如 困 了 用 混合 
策略 & = (a 0s, "94)， 而 一 了 用 汇合 策略 月 二 (Bis Bs ee 
BI， 则 局 中 人 夏 的 期 望 支付 为 


了 已 
2 [ 2 HiCS i Sake ny sw on. 


R=1 j=1iLiET 


局 中 人 乙 的 期 望 支 付 为 


v 


5 向 | 中 Hy, Su So) ja 
koel jolie-7 
坊 


Kr(a, 及) 一 2 


(3 Hts 1 让 二 Sk 有 Sa 
i 人 本 


| Hi Tar. se et 
i f 全 一 下 


因为 对 筑 是 零 和 的 ， 则 有 
Ka, PY=—K{ce, pp! 
间 5 天 局 中 人 甲 芍 混合 策 略 人 党 ， 用 S, 过 有 局 由 天 乙 的 漆 合 帝 
品 仁 ， 著 迹 对 策 在 混合 策 踏 意 闵 下 有 有 和解 ， 则 由 二 人 零 和 对 病 约 基 
二 宇 理 1.5 计划 让 


max min Kr a, P= min max Kria, Af) 
ES ES ES Es, 


区 此 可 引入 如 下 特征 隐 数 的 适 义 。 

定义 1.13 设 % 人 等 和 有 限 对 策 的 局 中 估 集 合 为 了 一 1 
2 7 了 Cr， 把 了 与 一 了 看 成 一 个 二 人 零 和 有 限 对 闽 
时 居中 人 ， 对 于 了 ， 作 一 个 实 值 函 数 


让) 一 mar min 天 rc BB) 
dES,. ES. 


其 中、， 玉 分 别 表示 了 T 与 一 7 了 的 温 合 策略 。 我 们 称 #w (CT) 是 
大 对 第 的 一 个 特征 画 数 . 
册 疆 定义 可 知 ，# (了 对 每 一 个 了 的 子 集 是 有 定 义 的 ， 下 
ne 的 总 收入 ， 一 般 来 说 ， 保 有 总 由 入 灌 
定 能 使 这 个 联盟 每 以 稳定 。 吏 为 它 还 有 加 于 在 联盟 内 各 作品 
大 之 加 进行 的 分 全 的 盟 热 如 此 ， 特 征 函 数 的 建立 ， 华 癌 信 
# 大 对 策 的 理论 大 大 向 前 路 了 一 步 。 

设 台 是 一 个 和 大 霍 和 用 限 鸡 策 ， 了 一 (11，2，…，1)》 表 示 
局 中 人 所 成 的 集合 。 设 了 己 了 ，a 5 7) 为 对 策 避 的 特征 滑 数 ,以 
下 定 夏 描述 了 特征 函数 的 一 些 主要 性 质 。 

定理 1.29 设 545) 是 4 人 人 堆 和 有 限 对 策 各 的 特征 男 数 ， 
SCIT,， 人 TCI， 则 

(10 #4 (多 )= 0， 外表 空 集 ， 

(2) 2 一 9) 一 一 43) 

(C8) (人 US 二) 其 中 SNT=%® 

证 明 (1) 因 鳃 为 空 联盟 ， 裤 名 下 一 个 局 中 人 也 没有 ， 于 
是 它 得 到 的 支付 求 远 居 零 ， 内 此 
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和 工地 > 一 

《3》 因为 在 对 入 GG 中 ，# 15) 与 4 一 SS) 表示 在 网 一 局 

对 第 中 ，55 与 一 Sw 了 NS 的 支付 ， 由 羊 是 零 和 和 对策， 因此 
但 世博 十 下 【一 号) 下 

到 
中 【一 号 ) 一 一 全 [S) 

“3) 外 定义 1.13 知 ， 联 盟 访 保证 能 够 得 到 的 最 大 支付 为 
#5)， 同样 ,联盟 了 保证 能 够 得 到 的 最 次 支 付 为 & (TT)。 因 此 ， 
联盟 人 SUT 即使 当 S 和 了 互 不 合作 时 也 能 取得 # CT 了 ) 二 4(5S)。 
而 视 据 特征 讽 数 定义 , 4 (SUT) 是 SUT 保证 能 够 得 到 的 最 大 支 
稚 。 由 此 西 知 学 有 有 

4 (CSUTDu Ss)+ ur) 口 
【以 上 评 明 引 自 文献 523]， 我 们 认为 这 种 证 明 方法 是 令 人 信服 
的 。 华 适 无 损 二 论证 的 严格 性 ,有 闫 形式 证 明 可 参见 文献 [27]。) 

出 完 息 1.29 容易 得 到 王 述 推论 。 

推演 1.30 在 定 建 4.29 的 条 件 下 ， 有 下 人 向 的 一 些 结 肯 成 立 ， 

1 4 T)= 6, 

(2) 如 果 人 S14，Ss，…，3p 是 了 中 两 两 互 不 入 变 的 子 集 , 则 有 

4 SS US CH) + St 5) 

‘3 如 时 了 了 一 号 US 上 Us 有 3， Sys 员 人 3: 两 两 互 

不 相 变 ， 则 
#1) 十 贡 (C52) 十 "十 0 

下 面 的 定理 是 定理 1.29 的 道 定 理 。 

定理 1.81 设 1T={1，2，-…，#}，4# 是 定义 在 /中 每 - 
子 集 的 实 值 函 数 。 并 号 满 足下 面 三 个 条 人 性， 

《17 utp)= 0 

(2) #4(— Sm— uy(S)s 

($3) 涯 SNmnT= 加 ， 有 #(SUTIB# (5)+ #(7T), 

中 存在 一 个 # 人 零 和 有 限 对 第 ， 访 对 第 的 特征 函数 怡 好 是 4 。 
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证 几 赂 ， 读 者 可 在 阅 参 考 文献 -23]。 
2， 管 化 型 对 策 及 其 分 关 
有 宝 理 1.29 及 1.31 得 知 ， 特 征 请 数 2793)》 完全 刻 好 有 了 
一 个 荆 人 零 和 有 限 圣 策 交 本质。 定理 1. 29 所 捞 述 的 有 关 特 征 族 
狐 的 三 个 履 岳 的 重要 意 文 就 在 于 ， 使 我 们 只 雷 有 从 满足 这 三 个 性 顺 
的 项 数 本 身 ， 而 不 联系 到 任何 对 筑 来 进行 研究， 这 就 大 去 和 淹 化 了 
世人 策 的 研究 工作 。 

在 结盟 对 策 中 ， 为 研究 方便 ， 我 们 把 具有 基 种 相似 竹 质 瑞 对 
秆 时 入 同一 类 。 这 样 ， 在 每 一 类 中 ， 只 需 选 出 一 个 篇 单 下 区 和 全 
赤 性 的 对 策 来 进行 研究 即 可 。 为 此 ， 先 引入 策略 等 价 概念 。 

定义 1.14 两 个 # 人 人 零 和 有 限 对 策 G 及 GG ， 其 特征 吨 数 分 
加 后 2 有人， 如 是 存 在 一 个 正 煞 呈 政 竹 个 裤 常 钴 Ci，Ca， ts 
使 对 于 任 一 个 SC 了 =11，2，3，…，} 者 

au SI=hu( SY)+ Yla 
i 
好 获 局 与 GO 是 策略 笑 价 的 。 也 常常 说 成 特征 疯 数 与 法 筑 路 
等 价 的 ， 并 记 成 # 一 ， 

出 此 定义 ， 立 妈 可 得 到 # 一 局 的 充分 条 件 ， 

定理 1. 蝶 ”大 两 个 # 人 零 和 有 限 对 策 台 及 全 的 特征 责 茹 分 
别 是 = 及 # ， 如 果 存 在 cf 一 1，2，…。，P) 并 有 

1 1 HIS Setss 一 CS 
a ki: 

ry > as 一 

?= 1 
则 3 与 策 路 等 价 ， 

延明 ”由 定 流 1,14， 雪 证 明 4& ~ 一 #  ， 内 可 对 任 一 联盟 SC 

了 ， 能 按 到 正 数 名 及 常数 ts，ab，-…，Qs， 停 
WS)=u( SI)+ Ya 
主人 全 


+ 3 : 


号 立 就 可 以 了 。 
电 特 征 函 数 定 贸 1.13 及 岂 设 条 件 《 1), 对 任 一 联盟 SC 了 


显然 有 
WS)= mar min Ks(a, fH) 


ES FES 
7 芒 f 
= max 二 tl ») >) | 2 HitS re 
ES BES [TY] ELTES 


Jo Sep | 


h 此 

。 1 1 

-= max min 六 | | py CRI CS Lngs 
QES: ES, 1 11 ies 


Sars rg So) -ep | 


-its)+ Y 和 | 5 四 


1=1 j=1LiEs 
hu SY+ > a} 
i 
南 此 证 见 3 ~ - 口 


可 


需要 说 明 的 是 条 件 〔2 ) 是 必要 的 。 因 为 如 果 》， 吧 9 不 等 


7r= 1 

于 罕 ， 则 至 少 各 与 G 之 一 便 不 是 罕 和 对 策 ， 这 是 与 假设 矛盾 的 。 

策 赂 等 价 的 概念 表示 在 两 个 人 零 和 有 限 对 策 C 及 G 中 。 
联盟 S 在 @G 及 台中 仅 忆 基 支付 不 同 而 已 ， 而 在 选择 策 团 及 组 成 
联盟 的 动力 方面 则 是 一 样 的 。 我 们 还 可 以 这 样 想 获 ,在 对 策 信 
里 ， 局 中 人 i 得 到 一 笔 附加 收入 2? ( 当 0 人 0 时 ， 表 示 支 出 )。 
除 此 之 和 外， 与 在 如 中 所 得 的 收入 成 比例 ( 比 饮 常数 之 0)， 如 
果 对 策 支 付 的 办 法 是 。 在 对 策 个 进行 之 前 就 分 别 付 给 各 个 局 中 


"= gd 


人 一 笔 收 入 09， ，…，a:， 然 后 再 开始 进行 对 策 G' .那么 ,一 
局 对 策 结 束 后 。 联 盟 S 在 对 策 G* 中 的 收入 为 加 (5S) 十 2， ca》 而 
Es 
在 于 策 保 中 鲍 玻 入 则 为 su(S)， 这 和 样 看 来 ， 弃 计策 中 一 切 对 联 
盟 S 有 利 的 第 略 。 从 对 策 G/ 的 观点 来 看 也 是 对 联盟 S 有 箱 的 。 在 
G 中 对 S 不 利 的 策 巾 ， 一 定 在 中 也 对 5 不 利 ， 
宏 再 1.33 设 4 与 改 分别 为 两 个 # 人 零 和 有 限 对 策 中 的 特征 


十 数 ， 如 果 # ~ 如 ， 则 2 地 一 0， 其 中 必 之 含义 更 定义 1.14。 


iES | 
证 明 由 + ~u/ 得 
1 CS) 一 AS)+ > oa, SCI 
『 生 交 
冬 S= 了， 并 利用 推论 1.30 即 可 得 证 。 口 
定理 1.34 ”策略 等 价 关系 其 有 自 反 狂 ， 对 称 性 及 传递 性 . 


皂 有 

(1) u{S)~u(ts) 

(2) 荐 ws”CSO~ 4 (SY) 刚 w CS)~w (5) 

(3) 车 WCSI~ (SS (CS)~ SS 
HS) | 

证 明 请 读者 自行 完成 ， 从 了 略 。 

利 角 定理 1.34 第 论 , 可 将 一 切 n* 人 零 和 有 限 对 簧 分 戌 两 黄斑 
木 入 交 的 类 ， 而 在 同一 类 中 前 对 策 则 徙 此 等 价 ， 汶 样 一 来 ， 在 一 
个 等 价 的 对 策 类 中 ， 我 们 就 可 以 根据 一 定 原 见 选 嵌 基 个 具有 人 民 表 
性 扣 对 生来 ( 设 该 对 策 的 特征 函数 为 二， 当 热 此 原则 应 使 选 唱 
竟 对 第 比 同 类 的 其 他 对 策 较 为 简单 。 下 面 我 们 开始 进行 这 一 
工作 . 

我 们 从 一 个 已 知 的 # 人 替 和 有 限 对 策 《 没 其 特征 谓 数 为 
arS)) 出 发 、 来 考虑 一 个 与 4 (SS) 等 价 是 满足 如 下 条 件 的 特 
征 隐 数 &C 5)， 


了 一 让 一 (1.30% 
其 中 i》 下 示人 5S=t1} 时 的 特征 加 数值 。 条 件 41.30) 的 
意义 是 ， 我们 规定 ， 每 个 局 中 人 单独 参加 对 策 时 所 得 到 的 支付 均 
相同、 
由 于 Wt SI 一 #4(S)， 豆 存在 上 之 0 及 实 常 妆 9j， i 一 1， 
2，.…， 妇 。 有 
20S) 一 Mi1S7+ 2) SC 了 
T 后 
剩 用 条 件 (1.30) 并 设 其 公共 代为 如 ， 可 得 
RuC 1 )+ar—= kyt 2 +ar= =i +a= (1.317 
对 《1.31) 式 中 的 # 个 等 式 求 和 可 得 


hk 2) (i)+ 5 at=ng 


i=1 i 


注意 到 在 零 和 对 第 中 有 》 qj 一 0， 并 将 上 式 解 出 之 8 代 回 


下 1 


《1.31) 式 可 得 


| 一 一 
入 二 一 


= | 


从 
2 Ci) hu i ), 


=1, 2. "nn (1.32) 

如 上 记述 ， 从 一 个 已 徊 的 特征 函数 #4，S) 出 发 ， 对 于 任意 
一 个 正 数 明之 0 根据 (1.322 完全 可 以 定 出 ca (i= 1，2， 

# )， 再 令 

iiCS) 一 名 (SI 二 Ya 
1 息 号 

这 样 一 来 ，W(S) 恒 与 wsS) 等 从 了 ， 而且 4 SS》 满足 (1.30) 
式 条 件 . 

定义 1.15 如 果 # 人 堆 和 有 限 对 策 的 特征 六 数 (CS)》 注 足 杀 
件 〈1.3 山 。 则 称 此 对 策 是 简化 的 【或 简化 型 对 策 )。 也 称 特征 旺 


* 人 


区 下 SS) 是 简化 的 。 
由 上 面 叙 述 的 理由 可 知 ， 每 个 特征 函数 怡 好 与 一 个 往 化 的 特 
年 消 数 等 价 ， 而 且 它 由 
(SI=ARu SF 3 p>0 


了 Es 
ba 
uwu (i)—huC fy 
决定 ， 令 
(CE) = {1] .33 
出 右 如 下 结论 。 


定理 1.85 设 i(S) 是 简化 的 特征 函数 ，3 基 了 中 一 个 联 
身 ，S 包 含有 个 局 中 人 ， 则 
— pri( SER 一 户 ) 
证 明 ”出 条 件 ， 可 设 S= 以， 加，…，Ri 令 音 元 率 焦 9 一 
= ， 由 捧 论 1.30 中 的 (2% 每 
ES JECS TiS,) + tS,) 
和 简化 型 定义 有 #C 让 二 一 + 由 此 可 得 
ES 六 一 条 
上 述 不 等 式 对 于 有 上 一 户 个 局 中 人 的 联盟 一 S 亦 应 成 站 ， 许 
上 本 根据 特征 函数 性 质 2C- S)= 一 CS)。 因 尼 有 
(一 SS 一 1 一) 


- 邮 
un(S)e RH SE Np)r 
综合 以 上 不 笑 式 可 得 
—praeu(t Sr nn— pyr 入 


在 等 式 (1.33) 中 ， 一 了 的 总 广 为 在 % 人 零 各 六 限 对 策 

中 ， 当 联盟 S 仅 由 一 个 局 中 人 工 组 成 并 单独 参 放 对 征讨， 他 能 舰 

得 到 的 支付 数 汶 一 了 ?了 ， 央 nC 了 7=-- ?+ 。， 储 此 时 市 基 他 一 1 个 
+ 7 


税 中 人 星城 的 站 如 一 了 上 所 角 得 到 的 芯 讨 数 则 可 为 
i al i= 
下 面 说 明 ? 守 0， 这 是 因为 由 推论 1,30 及 简化 型 对 策 定义 ， 
并 惠 辣 
《了 一 人 人 2 
可 和 


VY 


OR 


[5 


加 据 7 六 0 与 7 一 0， 又 可 把 全 化 型 对 策 分 成 两 种 类 型， 

密 久 1.16 一 个 4 人 大 人 零 和 有 限 洁 策 G 的 特征 函数 设 为 
4 C5;， 与 二 和 演 价 的 简化 型 对 伐 的 昱 征 攻 理 证 为 &0S)， 王 是 
0 时 ， 称 此 对 这 是 
本 质 税 ; 汪 7 二 车， 则 称 紫 寻 策 是 非 杯 涝 的 ，。 

上 述 定 忆 的 意义 尽 很 直观 的 。 玛 为 区 G 为 非 本 质 时 ， 则 由 上 
述 定义 师 人 下 中 每 个 局 中 人 了 单独 参加 对 策 时 的 支付 应 为 二 ) 一 
一 子 一 有 和。 前 当 他 们 之 昌 几 个 大 组 成 联盟 .3 时， 由 定理 1.35 可 
杂志 

— pra SIE nn pr 

出 于 二 0， 故 可 得 iS) 一 0， 出 此 看 玉 ， 在 这 种 情形 下 ， 堵 
昼 结 启 了 了 联盟， 结盟 对 于 联盟 内 的 各 个 局 中 人 仍然 没有 多 大 吸 副 
大 【 谋 了 为 )， 这 是 因为 昌 然 局 中 人 划 炙 参 闻 对 策 时 ， 各 自 的 安 
什 数 额 为 堆 ， 但 结盟 后 每 到 的 痪 入 注 不 会 毕 零 大 。 

旺 是 ， 在 本 质 对 策 的 情形 下 ， 出 于 ? 半 0， 轩 此 若 各 局 中 人 人 
垫 独 参 加 对 策 时 他 得 付出 ” 《因为 &( 站 一 一 rr， 耐 "+ 半 9), 而 
仁 意 7 一 1 个 局 中 大 结 成 联盟 时 将 收入 ~。 此 时 各 局 中 人 的 还 智 
想 择 必 定 尖 组 或 联盟 ， 

下 而 给 鸟 判 断 本 质 或 韭 本 质 对 策 的 一 些 浴巾 。 

洋 果 8 一 站， 将 (1.32) 代入 《1.31) 式 ， 并 令 有 = 一 
由 此 可 得 

= 


1 

PE -一 一 一 一 Hi{ 

站 2 2 
+ 二 了 


也 是 羡 且 柯 得 十 述 定理 。 
空 更 1.86 富 为 非 本 质 对 策 的 充分 必要 条 件 是 


>》. 时 


i 
如 为 本 质 对 筑 的 充分 必 杷 条 性 古 


> Hii 


定理 1.87 设 & 是 2 人 等 和 有 也 洁 策 厂 的 特征 图 敬 ， 弄 招 “ 


非 本 和 通 对 策 向 充分 必要 每 件 乓 : 当 S，TC 了 7 了, 且 3 门 了 
尝 记 芝 忻 


中 

证 明 必要 性 。 由 窒 征 湛 歼 a (SD) 的 性 质 对 和 在 合 
SCT TCI， SUTCI， 近 有 

uCSUTIPu (Ss)}+ HT C1 .3 

注意 到 G 为 非 本 质 对 策 ， 故 当 #4 二 # (4 是 简化 的 ) 证， 


1.35 知 ， 避 右 
ntS)e0, 4T)=0, utSLT)=0 


i 比 纤 千 {1.34) 式 中 的 木 等 导 不 能 成 并 。 此 外 ， 当 一 主 ; 寺 。 


J 


由 守 开 


显 知 该 等 式 仍 成 立 。 
移 分 性 。 因 为 对 于 任意 的 SS， 了 7， 廊下 一 吉 ， 击 假定 交 
人 7 一 SS7 二 二 (7 


竺 罚 直 ， 对 村 仅 由 一 全 局 芷 人 组 万 的 联盟 1 ， 和 另 一 全 局 中 大 


二 了 的 下 : 蛤 1 ， 笠 
ui ji)=u (Ci) u(y 


用 归 消 法 可 得 
* B89 。 


ze7) 一 >) ut) 


t=1 


也 推论 1.30 有 wt 了 )= 0 了， 因此 


2 is (1)=0 


i=1 
因而 由 定理 1.36 知 ，G 为 非 本 质 对 策 。 口 
定义 1.17 如 果 # 人 零 和 有 限 对 策 G 的 特征 血 数 恒 综 于 零 ， 
如 称 此 对 策 为 零 对 策 。 
定理 1.88 任意 一 个 非 本 质 对 策 都 策略 等 价 了 于 一 个 及 对 策 。 
证 明 ”出 定 理 1.37， 非 本 质 对 策 的 特征 通 数 x* 《5S》 蚌 可 加 
芍 ， 即 对 于 任 一 个 SS 兰 了 有 


uCS)=— Dl ult) 
f 六 
令 4 由 下 述 等 式 确 定 
WSI= usS)+ Du(i)y. SET 
i 
可 多 4 0 门 
如 时 把 相互 策略 等 价 的 对 策 看 作 一 个 对 策 的 话 ， 我 们 来 考察 
三 大 零 和 有 限 对 策 .。 几 上述 定理 可 知 ， 若 该 对 策 有 是非 本 质 的 ， 则 
在 策略 等 价 意义 下 ， 就 可 认为 是 一 个 零 对 策 ， 若 该 对 策 是 本 质 
的 ， 则 容易 确定 此 对 策 〔 即 可 求解 出 其 特征 两 数 )。 因 为 由 本 万 
性 应 厅 
ul1)= uC2)= (3)=—r 
为 使 问题 变 得 简单 ， 可 以 事先 改变 其 支 村 单位 ， 使 + = 1， 显 然 
这 总 是 办 得 到 的 。 于 是 有 
Hl)=# {2)—=u($)—=—1 
获 弄 用 特征 函数 性 质 ， # (一 S) 一 一 4(S) 可 得 
ult2, 3 一 区 人 1， 3}))=57{1, 2})=1 


. D0 ~ 


又 由 特征 函数 性 质 还 可 得 
ga 2 3))=0 


于 是 我 们 看 到 ， 三 人 本 质 对 策 的 特征 通 数 能 完全 确定 ， 从 而 该 对 
策 也 就 可 完全 确定 出 来 . 


《三 ) 联盟 与 分 配 


在 # 人 零 和 有 限 对 策 中 ， 特 征 函 数 只 者 示 联盟 的 总 必 入 。 对 
记 笔 收入 ， A 还 是 一 个 重要 和 前 间 题 ， 公 本 “ 
案 不 恰当 ， 任 倍 联 林 也 是 无 法 形成 的 。 因 此 ， 只 有 沾 及 铬 碳 中 六 

之 问 的 分 配 时 ， 可 认 站 正 角 及 到 1n 人 零 和 联盟 对 策 的 学 沁 
问题 

在 对 策 中 ， 局 中 人 所 采取 的 联盟 形式 主要 取决 于 总 收入 的 全 
配方 案 对 各 局 中 人 的 作用 。 如 果 用 x 表示 局 中 人 工 在 联盟 内 站 
收入 {如果 x 是 代数 ， 就 表示 局 中 人 让 的 支出 是 |xr1}， 于 是, 人参 
加 对 策 的 所 有 局 中 人 的 支付 就 可 用 矢量 (x%/，xXy;…，*。) 开 未 ， 
为 了 研究 分 配 ， 现 给 出 下 述 定义 。 

定 尽 1.18 设 4(59) 是 人 零 和 和 有限 对 第 售 的 特征 子 数 . 
如 隶 舌 量 双 天 (Y，Xa or Xi 其 中 及 一 1， 2，…、 
是 袍 数 ， 油 足下 述 条 性 ， 


{1) 9) x= 0) 


= 1 

2) x 二 1 
出 称 舌 最 x 一 (xs wa sx) 为 对 策 忆 的 一 个 分 配 矢 玉 ， 第 癌 
分 配 。 

上 述 定 文中 茶 件 《1) 的 意义 时 明显 的 ， 因 为 我 们 雇 讨 论 节 
量 : 堆 和 对 策 。 而 条 件 C2) 则 表示 如 果 局 中 人 是 某 个 联盟 3 的 
成 员 ， 则 他 加 入 联盟 乒 的 收 六 知 不 全 低 于 他 单独 参 扣 二 策 时 站 
收入 4 (#)， 显 的 上 只 有 这 样 ， 联 盟 对 他 才 有 了 暖 引 力 。 友 之 ， 旭 澡 


， 91 。 


有 未 管 下 2 人 gd， 则 局 中 人 了 将 不 芽 意 会 如 联盟 。 于 是 联 袖 
值 革 机 名 形 成 ， 风 而 分 配 也 就 元 从 谈 起 。 因 此 ， 条 件 〈2 ) 是 在 
讨 认 性 盟 肝 的 必要 好 镍 之 一 。 在 此 ， 我 们 需要 强调 指出 ， 分 配 关 
境 x 是 与 荣 个 联盟 峙 妇 相 关 的 概念 ， 因 此 离开 联盟 ， 分 配 也 就 无 
丛谈 起 ， 

定理 1.39 在 一 个 n 人 零 和 有 有限 对 策 G 中 ， 撩 量 x 一 (xb 
Xa 是 GG 一 种 分 配 的 充分 必要 条 性 为 ， 存在 实 常数 qi， 
会 了 使 有 


w= ui)+ta, iET (1.35) 
oa. iEI 

$3) =— 3 ui) (1 .38) 

六 全 了 fi 全 了 


菠 明 充分 件 ， 因 上 i 闵 0， 于 是 由 0 .35) 式 得 癌 闵 2 1。 
故 定义 工 划 市 的 条 体 (3 成 立 。 对 由 式 {1.35) 与 (1.36) 还 育 


>》 = > Cu CF +o) 
i=1 = 


i=1 i=1 
因 丝 定 尺 1.18 中 条 件 《1) 亦 咸宁 
必要 性 。 设 二 (XX 网 总 在 的 一 个 分 配 ， 令 
人 一 和 一 天 了) (1.37) 
而 由 定 光 1.18 中 的 (2) 可 得 4 守 0， 了 =l1，2,， ,nn。 再 


对 《1.37) 求 和 , 并 注意 到 分 配 定义 中 有 3x; 一 0 ,容易 验证 
i 


{1] .38) 焉 立 。 器 
定理 1.49 和 任 一 个 非 本 质 对 策 仅 有 一 种 分 配 ， 
X= 1 2, 0 Hn )) 
证 明 考虑 任意 一 全 分配 品 一 :PP ……，BwJ， 由 定 璋 
-82 。 


， 基 
六 
让 = 
丹 为 对 策 是 埋 本 质 的 ， 歼 出 和 芷 交 1.16 有 
2 
因此 >》 2 一 0。 才 于 60. =1，2， 
上 三 1! 
| Ey -一 5 一 0 
因 所 


Fi 二 1 
村 起 征 … 分 卫 均 只 能 为 Cu {1 1，# {2 7 
定理 1 41 本质 对 第 有 无穷 多 个 分 配 . 
证 明 分 
人 
[i 
因为 对 药 这 本 质 的 出 害 理 1.8E 有》 #0， 网 北 训 
1 = 1 
抛 和 不等式 过 


ti + 一， 呈 ， nt 


nm Ei 

1 ,， | 
了 >》 i > Hi) 
=)1 r=1 


中 国 各 个 办 成 来 姑 景 ， 刚 容易 看 出 ， 放 不 等 式 组 有 无穷 多 个 
据 ， 再 出 定型 1.39 为 1 由 对 应 于 己 的 BP: 闻 组 成 的 尖 量 有 站 

、 有 所。 是 分 配 。 自 末 各 厨 的 数 肯 起 苑 委 的 ， 因 而 分 也 证 总 
EH i 


过 避 福 意 的 越 ， 过 寺 ‘wil Js BB 个 态 


本 质 对 策 中 的 一 个 分 配 。 因 为 若 其 是 一 个 分 嘴 ， 则 应 该 写成 
在 (二 Bi 


革 此 得 es 一 0 (一 1，2，…，m)。 从 和 #4 (Ci)= 9， 
i=1 


这 征 与 对 策 的 本 质 性 相 刺 后 的 ， 

为 了 民 示 在 一 个 联盟 守 内， 其 中 的 局 中 人 对 于 两 个 分 配 一 
A 的 好 严 ， 我 们 引入 下 
述 定义 。 

定 尺 1.19 设 %n 人 零 和 有 限 对 策 G 的 特征 北 数 为 st 5S)， 
人 的 两 个 分 
配 ， 和 如 果 有 一 个 联盟 SCJIJtI 天 局 中 人 人 组 成 的 集合 ) 存 在， 省 

(1) 信守 叫 ， 

2) a(S) 9) % 

1 三 写 

' 37 对 于 人 S 由 的 全 部 ，Xi 字 yi 
济 称 分 配 x 关于 联盟 5S 优 先 于 (简称 为 优 于 》 分 配 》. 

在 定义 1.19 中 ， 笨 人 忻 $ 守 名 是 很 自然 的 。 因 为 车 S 中 空 无 
一 大 ， 则 根本 谈 不 上 上 里面 药 局 中 人 乐平 接受 印 种 分 号 或 讨厌 哪 种 
分 配 ， 条 件 (2 ) 称 为 分 电 的 让 效 性 ， 集 S 称 为 关于 分 配 * 的 有 
效 集 。 如 果 有 Cs)< 2，%， 注 意 到 zx (s) 来 示 联 盟 S 能 够 

i 
保 正 得 到 的 最 大 收入 ， 因 此 上 式 表示 联盟 3 不 能 给 S 中 的 成 员 带 
来 更 多 的 收入 《与 各 个 成 员 单 独 参 加 对 第 的 收入 相 比 )， 周 而 联 
盟 也 就 无 法 形成 。 于是， 对 于 3 中 的 成 贞 来 席 ， 分 配 x 比分 配 Y 
的 优越 性 也 就 无 从 淡 起 ;条件 【3 ) 的 意义 也 是 很 直观 的 , 因为 
对 于 S 中 的 每 个 局 中 人 工 均 有 5 人 > 则 3 中 的 各 个 局 中 人 自然 
愿意 册 分 也 x 而 拒绝 3》、 
94 


分 配 x 关于 里 盟 S 优先 于 分 配 了 ， 常 常 记 成 
* y， 或 (x1s Yap ro Ys Voy Yn) 


由 上 上述 定义 还 可 姓 出 ， 在 任何 对 策 妇 中 ， 草 3 一 1 成 3 一 
了 .这 种 分 配 半 于 SS 的 优先 关系 是 不 存 在 前 。 因 为 , 若 联 盟 3 仅 有 有 
一 个 局 中 全 时 ， 邵 果 对 于 天 种 分 配 x 与 》 有 x 并》， 风 由 定 


六 1.19(3) 可 得 

# Ci) XY, 
好 人 热 ， 上 述 不 等 式 与 》 是 -… 种 分 配 的 定义 相 矛 盾 。 因 此 .这 种 分 
玫 的 优先 关系 不 能 成 立 。 仿 此 还 可 证 轩 当 SS= 一 了 上 时， 这 种 分 本 关 
于 3 的 做 先 关系 同 祥 不 能 成 立 。 这 样 -- 水 -种 分 配 如 最 革 于 
信守 于 另 - 种 分 醒 ， 就 可 得 知 S 译 少 应 包 合 二 个 语 趾 人， 你 全 
会 一 1 个 局 中 人 人 。 

定 必 1.20 在 # 入 零 和 有 限 寻 第 个 中 ， 如 奉 存 在 一 个 非 空 
联盟 3C- [使 * 汪 》、 则 称 在 G 中 分 卫 x 优 完 于 分 本 硅 
人 

需要 指出 的 是 ， 一 种 分 配 关于 某 个 联盟 5 优先 于 另 一 种 分 
本 的 概念 满足 传递 性 《 即 车 有 x 六 ， 关 ， 则 必 有 六 
然而 定 尽 1.28 岂 所 述 的 分 上 的 一 般 优 先 关 系 则 水 一 袍 具有 传递 
人 性， 例如 考虑 下 面 的 三 种 分 配 ， 

x={0.1 0.1， 一 0.2)7 3 一 (0.0 0)， 
z 一 (一 0.1，0.2， 一 0.1) 
虹 然 有 | a ,” 且 » ,了 ?， 国 而 由 完 义 1.20 知 有 > ~ 


{1 
天 yY2z， 但 业 x>z 孝 不 成 闻 . 下 面 的 定理 表明 ， 在 一 个 对 策 
宁 中 关于 了 的 优先 关系 ， 在 策略 等 价 的 登 祥 下 ， 祝 度 分 本 的 优先 
关东 仍然 是 成 立 的 ， 
定理 1.42 如果 # ~ 下, 设 答 全 中 区 分 配 x 美 于 SS 入 光 于 加: 


* 98 


本 了 ， 和 有 x 在 策 路 等 价 的 意义 下 与 x*，” 相 应 的 分 本 
荐 x 及， 则 


Ek 
5 
证 了 明 首先 需要 证 明 与》 是 一 个 分 配 。 这 点 由 读者 自 已 
证明。 
因为 # ~ ， 可 设 
(Sh S)+ Da, p>0, SCI 
fE 
* 半 外 天 上 明 有 一 个 联盟 SS 守 甸 ， 县 


> wn(S), EiIESN xi>y 
i 
在 上 述 策 略 等 从 意义 下 与 一 fxi，xs “ss%%) 相应 的 分 配 * 一 
《xi 确切 合 交 为 
Xr = Rx;+ cs i 二 1 ，2， "六 
类 伺 地 
一 此 9 十 Cry 1 
因此 


») 2 一 » (Rw 十 C1) 一 中 2) Xi 十 y oY 
f 全 休 


[二 T 全 本 时 = 
hu SI+ 》 ama (5) 
i 所 5 
于 是 5 对 分 本 x/ 的 有 效 性 (有 即 定 义 1.19 中 的 (3)) 得 证 ，。 
再 由 x 并 》， 得 


X= Ry; = ys ES。 
由 定义 1.19 得 


Ty 口 
亲 


+ 98 " 


定义 i.21 在 一 个 nn 人 堆 和 有 限 对 策 G 中 ,所 有 的 不 能 被 其 
它 估 瑟 所 优先 的 那些 分 配 所 组 成 的 集 ， 称 为 这 个 对 策 的 核心 ， 
定 至 1.43 设 对 策 的 特征 函数 是 4# (SS)， 一 个 分 配 < 一 |， 
XX ) 属于 核心 的 充分 条 件 二 ， 对 任 一 个 SE 了 
》， wu (5) 1,49) 
TS 
证 明 如 果 分 配 x 在 必 千 核 心 ， 则 有 某 个 旺 盟 3 存 在， 关于 
S 育 3 优先 杆 x， 旭 


Ve 也 写 
出 中 
5 wus) 
六 后 辣 j 
这 与 人 .38) 或 相 了 矛盾 ， 站 


由 定义 1.31 得 知 ， 芳 有 两 种 分 配 供 联盟 5 选择 ， 其 中 种 
是 喝 于 核心 的 分 配 。 另 一 种 是 不 轴 杆 核心 的 分 配 ， 风 可 以 从 定 $ 
会 选择 属于 镶 心 的 那 种 分 配 。 肉 此， 核心 的 构造 就 成 了 S 秆 训 三 
局 中 人 都 关心 的 问题 。 前面 我 们 知道 ， 一 个 非 本 质 对 策 ， 忆 本 公 
有 一 种 分 配 ， 因 而 不 存在 分 氏 的 优先 问题 ， 但 是 对 于 本 质 对 窗 ， 
则 有 下 述 结论 。 

定理 1.44 ”对 于 任何 一 个 本 质 对 策 和 该 对 策 中 的 一 种 二 配 
和 一 (0 3 0 20， 必 存 在 另 一 种 分 配 了 ， 使 y 关 和 ，2 屿 
xz 六 Y 不 成 立 。 

证 明 首先 出 x 为 分 本 的 定 尽 和 有 xDPeT) 一 1， 
2 ，-…，#。 并 且 还 可 断言 在 此 "个 不 等 式 中 至 少 存在 一 个 加， 
使 有 


RH io) 1 .38) 
上 述 第 论 十 朋 显 的 ， 理 则 将 会 得 出 (x ，*y， 7 xj 一 (Ww 1!)， 
2 3，…， dU 《和 )) 是 本 质 对 策 避 中 的 一 种 分 配 ， 而 此 绩 法 | 
与 定理 1.41 所 述 相 了 矛盾。 由 《1.39) 式 ， 必 可 取 2 沁 0， 信和 时 
. 937 


Tow yin) e 
现在 定义 一 个 疾 量 ， 了 一 (3 yn yw 其 中 


bk (Cio) 
号 
Vt ， 当 了 志和 时 


从 上 六 等 式 可 以 3 出 ， 当 站 二 记 时 ， im 一 村 人 当 和 ei, 时 ， 
Yi mis 而 且 


因此 3 世 起 一 种 分 本 。 下面 汪 朋 》~x%* 成立 。 
邻 5==J 了 oo， 出 3 的 上 述 定义 知 当 了 和 S$S= 1 时 有 


和 一 及 二 
生 仿 寺 久 。 现 证 SS 对 于 2 的 有 效 性 ， 即 要 证 
> Vi (SS) 
;ES 


因 3 一 40， 由 于 > 访 二 00， 于 是 一 ,= 2 yi 硬 
i i 大 让 


一 = 一 上 《SS)， 因 此 


i 


一 一 其 一 一 让 人) 一 站 (全 ) 
| 
期 

2 y=u(S) 
全 闻 
可 见 ，S 对 于 是 有 效 的 ， 因 此 并 xX， 也 即 有 YY 守 *。 

最 后 证 明 x 盖 3 不成立， 俱 如 有 x 2， 则 庶 存 在 一 个 联盟 
SS，S 中 的 局 中 人 个 数 至 少 是 二 个 。 这 样 在 5 中 必 有 一 个 主 , 了 所 
to， 并 使 xi: 记 yy， 但是， 由 前 述 了 的 构 捏 方法 ， 当 i 所 。 时 友 

" 台 条 


?Ar 两 者 鼠 然 币 慎 起 征明 了 xY 和 不成立 。 
调研 姜 定 理 立 即 可 得 
鹤 论 1.45 本 质 对 策 的 核心 基 一 个 空 集 . 
下 而 八 述 Von Neutmann 关于 解 的 定义 ， 
定义 1.22 在 站 人 堆 和 有 限 对 策 @ 中 。 一 个 虫 分 配 组 己 的 
集 瑚 ， 如 有 果 清 足下 击 的 两 个 条 件 ， 
+: 1， 中 没有 一 个 分 配 3 被 矿 中 的 男 一 个 分 本 x 优先 ， 
不 村 广 中 的 任意 一 个 分 配 》， 一 定 被 矿 中 某 个 秆 闻 六 
所 优先 。 
而 称 这 样 的 一 个 集 扩 是 对 第 上 的 一 个 Neumann-Morg=nstcrn 
解 . 简称 N-M 解 ， 或 Yon-Neumann 解 ， 玻 解 . 
N-M 解 的 概念 在 Von-Neumaanan 的 # 人 人 对策 理 论 中 占 1 证 
要 的 地 位 。 这 一 点 , 正如 它 的 和 名称 记 表 示 的 那样 在 对 策 理 运 中 ， 
解 的 求 尘 以 及 性 质 成 了 究 研 的 主要 对 和 象 . 
下 我 们 以 三 人 零 和 对 策 为 俩 ， 来 观察 二 述 解 的 上 县 体 含 言 ， 
俩 1.19 研究 三 人 零 和 对 策 ， 如 果 三 个 局 中 大 中 的 二 个 结 
域 隘 是 ， 对 策 规定 ， 这 个 联盟 应 从 未 参加 联盟 的 那个 成 i 处 
得 轰 一 仿 竺 舍 ， 于 是 联盟 四 的 局 中 大 就 得 村 出 一 个 单 护 。 让 了 全 
盟 过 砚 的 二 个 局 中 人 则 将 平 殉 分 配 这 一 个 音信 的 收入 ， 试 讨 法 该 
对 策 的 解 . 
解 ” 我 们 愉 须 在 简化 型 的 情况 下 来 进行 讨论 。， 鉴 于 磋 本 质 情 
形 下 公有 一 种 分 配 ， 克 下 面 只 讨论 对 策 是 本 质 的 情形 。 我 们 知道 
有 了 一 (1。2，3)， 丰 可 设 
上 117 一 4 2) 一 站 37 一 一 了 
如 前 记述， 掀 #x5) 看 作 局 中 人 守 的 收入 ， 遇 宝 可 通过 此 从 的 
改变 ， 使 ?= 1， 在 这 种 情况 下 ， 三 人 堆 和 对 策 的 特征 质数 
# 《SS) 是 完全 可 以 确定 的 。 因 为 
ul1)=u(:2)=#{3)=—1 


uD TI 


和 有 特征 半数 性质 ，u {一 5)= 一 nS.:， 于 是 又 有 
gl, 2)=— #3), 1d. 3)=—#(1), 
ET1，31) 一 一 4 2 
因此 
ul, 2)=1(1, 3)=4u(2. 3)=1 
工 述 结果 可 配 成 
0， 泪 S 一 过 
一 1， 当 3 仅 由 个 局 申 大 组 成 
1， 当 SS 由 二 个 局 中 人 组 成 : 
0， 当 仿 由 硅 个 局 中 人 组成， 
从 上 人 述 三 人 零 和 对 策 的 讨论 得 知 ， 可 逆 的 联盟 共 古 三 个 。 在 
一 局 等 京 冒 ， 三 个 局 中 人 相应 的 支付 如 未 1-4 所 示 . 


HS)= 


守 1-4 
一 人 | 1 3 3 
| 
(C1, 3 一 - 1 -二 
1 _ 二 
dt- 
宕 易 帮 由， 关 量 (下) (于 -1 ) 


1 LV 
( l: 2 >) 
四 了 证 明 玉 是 N-M 解 。 就 败 验 证 议和 注 个 矢量 之 间 没 有 优先 


* 0 * 


美 乏 。 出 宏 久 41.19， 具 需 对 由 二 个 局 中 人 组 成 的 腾 盟 进行 验 谍 
间 柯 ， 因 了 验证 世人 向 企 一 个 分 本 一 220， Xe Xe 烙 证 天 中 的 
一 个 分 配 所 优先 ， 现 几 反 证 法 ， 因 x* 宇 矿 ， 候 如 不 被 广 中 的 全 一 


-分 角 优先 ， 基 此 * 不 被 ( 忆 一 一--， 一 1 ) 所 优先 。 寺 是 对 于 
联盟 ; 1， 2 来 说 ， 有 


. 1 _ 1 
区 | 2 一 2 或 fa 


不 然 的 话 ， > 将 被 (性 -， 王 -， 一 1 ) 所 优先 ， 为 确定 起 见 。 不 


sy ] 
妨 证 这 a 成 立 。 


进行 回 样 的 讨论 可 知 ，x 也 处 被 (一 1，- 1 -二 ) 泊 俩 


一 或 xs 这 地 


呆 设 x 之 3 成立。 因为 x 是 一 个 分 配 . 由 定义 有 和 十 < 十 x 二 
0 。 由 此 得 


TI 十 和 一 Xa 一 (3)= 1 


ee 到 ， 一 1)， 此 式 又 表明 x 


莽 玉 在 的 分 本， 显然 ， 此 结论 与 假设 巴 盾 ， 由 此 得 知 ， 我 们 得 到 
多 全 让 望花 一 个 N -M 解 。 
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3， 求 下 弄 各 宛 阵 的 米 点 


所 可 了】 

3 8 
| 

2 a 

3 史 
| 

1 2 


多 


3232， 有 求 下 述 所 阵 的 min max 天 max min 


3， 洛 (wi，YD 及 (wy 32) 是 一 个 实 什 函数 * = 了 tx，》) 的 著 点 证 
峭 Cx yey， tra 3 也 是 应 用 此 结论 到 矩阵 对 策 时 ， 它 的 党 意 是 什么 ? 


4， 两 个 局 中 人 各 有 元， 


在 他 们 之 间 有 一 个 价值 为 ” (> 6) 的 特 兄 ， 


肆 个 局 中 人 密封 一 个 标价 ， 例 如 元 《1i 是 1 与 # 之 间 的 加 数 ) 以 争 玫 得 
着 将 得 到 该 物品 ,并 支付 给 对 方 自己 订 标的 熬 旧 。 


到 该 物品 ， 谁 的 标价 高 ， 


而 困 两 人 的 标 食 相同， 
虱 宪 无需 担 尖 支出， 记忆 此 时 每 人 对 该 物品 都 胡 
机 支 付 算 阵 并 且 确 定 它 育 无 芍 点 。 
5 求 拭 阵 对 策 的 介 丰 商人 对 局 中 人 的 最 优 策 路 ， 
| i ?| 首 5 
ia} |2 0 ,by E 9 
| 1 2 4 | 3 -1 
:1] =1 2,， 
(ey [ ， 二 


就 以 指 锋 币 的 办 法 和 解决。 获得 物品 的 那个 人 在 标 
2 的 期 望 征 得到， 等 


已 知 支付 给 和 阵 如 下 ， 


-4 
2 


| 


#， 设 押 x 纪 所 阵 对 策 的 支付 矩阵 为 


tl DIE i 

Ta 3z3 Gsm 
可 = 站 a 
: 9 

ml Tag mm 


其 中 当 ， 拓 时 ，ar= 1. 再 0;:= - 1， 起 证 划 和 个 局 中 人 的 最 全 混合 等 
巾 为 (一 一，-…， 一 一 )， 并 肛 访 用 对 筑 信 v = -二 人 


各 Li 


广 阵 A= tao， 着 mm 一 HT 
f= 和 4 对称 散 ， 证 明 具 有 上 反对 移 支 付 给 阵 的 抵 
阵 对 策 的 情 为 0 - 机 果 《CX"， FY") 尺 这 个 对 第 的 台 点 ， 则 《YY"， 关 "} 也 
基 革 点 - 

4s. 鞭 一 矩阵 对 策 的 支付 害 阵 为 


[: lg rr pm 


及 二 


与 一 证 和 阵 对 第 的 支付 给 库 为 4" = 志 4， 其 中 所 半 训 为 常数 ， 丁 上 明 这 隔 个 对 第 
有 和香 柯 药 最 伏 筷 略 ， 并 且 如 果 与 妇 分 别 是 了 述 对 策 的 香 ， 刚 四 = en 。 

4 一 个 wx wm 短 阵 ， 如 有 果 它 的 得 一 行 与 每 一 到 都 是 由 1 到 汶 的 束 数 纪 
让 的 ， 副 竹 它 尝 “拉丁 方 孟 "， 如 


] 3 2 4 
2 4 H 1 
3 1 4 2 
4 2 1 3 


证 明 支 付 矩 趾 为 mx m 阶 * 控 丁 方 色 ? 痢 短 星 对 党 的 什 特 于 -了 + 


加 
上 ， 阳 畜 付 第 阵 如 下 的 算 阵 对 淮 的 解 


103 °» 


和 8 站 9 站 
| 2 0 2 1 1 
3 1 3 3 多 
4 3 ?7 -5 1 和 4 
4 3 4 -1 2 2 
4 3 3 -2 2 2 


11. 家 解 支付 抑 阵 如 下 的 趋 阵 对 筑 ， 


3 8 「 0 
:ay EE :| chy 1 一 1 
8 $3 Lo 1 - 
1 2 3 
iey |， 1 :| 
3 5 BbB 
12， 设 短 陆 对 策 的 支 村 给 阵 为 


年 全 全 
e 日] 1 


条 4 取 何 值 可 使 局 中 人 的 廊 有 最 优 第 略 所 成 集 和 台 7:,，7: 为 无 限 集 。 皇 下 
硼 对 所 有 6 ， 此 对 策 的 值 均 为 。 
1 用 线性 规划 求解 支付 给 阵 如 下 的 矩阵 对 策 。 


了 4 3 5 0 3 1 
tany 2 一 后 (thy 2 4 3 :| 
名 8 0 3 2 0 4 


14 二 人 零 和 连续 对策 的 支付 耳 数 为 Mrs，y)=xy-- 


号 
1/ 


和 一 


】 1 1 
一 光一 3 验证 此 支付 函数 的 一 个 装点 为 (一 一 
15. 确定 二 的 值 ， 合 得 去 付 国 数 为 烛 (<， 了 ) =T08Y 一 关 ~，- 是 的 
二 人 零 和 连续 对 策 的 依 汶 0 . | 
一 : 1 
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居 对 策 值 ”= 


其 中 0 有 -证 朋 分 布丁 数 户 *ix)~ 


9 +， 
Trat ys Gy ) my) ) 是 对 重 避 的 一 个 解 、 


17， 设 分 布 通 数 FF*ix)=x，G*(y)=» 基 支付 阔 数 为 灶 {x*，&¥Y 
佣 二 人 学 和 连续 对 策 的 避 优 策略 证明， 下 < = Gt3)=y? 泥 支 付 
请 数 村，》) = 和 {xi，y2) 的 连续 对 第 的 最 优 筑 上 略 。 

18， 求 具有 可 和 分支 付 函 数 对 (xz，>Y)=Ix ~- 》): 的 连续 对 策 的 馈 。 

19， 二 人 零 和 连续 对 策 的 支付 两 数 为 和 人， 了) maint2x + 家 
对 策 的 值 与 局 中 人 的 最 优 策略 . 

20， 坛 证 明 扒 论 1.30。 

21. 试 证明 定理 1.34. 

22. 试 证 明 在 #t 人 零 和 有限 对 策 避 中 ， 若 SS= 了， 出 全 中 分 向 < 美 于 
联盟 人 S 优 半 于 分 配 3 椒 可 能 成 立 。 

23， 试 证 明 症 ”大 零 各 有 限 对 策 忆 中 ， 对 于 一 个 泣 定 鸭 联 虹 5， 储 老 
关系 > 黄 有 传递 竹 。 


24 已 知 王 人 人 零 和 有 限 对 策 的 特征 范 名 社 s i1)=4， wi2)= 侨 ， 
w= Ul 27=65, uci, 3)= 3, Wi2, 3)=6, uti, 
23， 383};=10. 球 该 对 策 的 梳 心 。 
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第 二 齐 排 队 论 


排 趴 论 又 称 随 机 跟 务 系统 理论 ， 它 是 通过 对 各 种 服务 系统 在 - 
排队 等 竺 现象 中 概率 特性 的 研究 ， 来 解决 服务 系统 最 优 设 计 与 最 
优 控制 的 一 门 学 科 ， 它 噬 是 运筹 学 的 一 个 重要 分 支 ， 同 时 也 是 应 
几 报 率 极其 活 联 的 一 个 分 支 ， 上 于 它 对 随机 过 程 的 发 展 越 着 不 可 
忽视 的 推动 作用 ， 因 此 ， 人 们 将 其 视 为 随机 运筹 学 的 重要 内 容 之 
一 排队 论 自 20 二 纪 初 丹麦 电话 工程 师 和 ,及 -Erlang 的 开创 性 
论 交 “概率 论 和 电话 通话 ”发 表 以 来 已 历经 80 余年 ， 黄 应 用 领 
域 不 断 扩 大 。 目 前 ， 排 队 论 已 在 计算 家 系统 、 计 算 机 通信 和 网 络 系 
统 、 电 子 对 抗 系统 、 交 通 送 输 系 统 、 医 疗 卫 生 系统 、 矿 山 采 据 系 
统 、 突 存 管理 系统 、 军 事 作战 系 统 等 方面 有 着 前 要 的 应 用 ， 关 号 . 
成 为 工程 技术 人 员 、 管 理 人 员 在 系统 分 析 与 设计 中 的 重要 数学 省 
具 之 一 。 


$2.1 排队 系统 的 基本 概念 


在 人 们 鸣 日 党 生活 中 ， 一 个 服务 系统 在 工作 过 程 中 出 于 拥 搞 - 
而 产生 的 排队 等 竺 现象 是 经 常 发 生 的 。 例 如 ， 顾 客 在 理发 店内 等 
待 理发 〈 见 画 2-1)、 汽 村 在 加 油 站 前 等 收 加 油 见 图 2-2)、 情 
客 在 车 站 前 等 候 乘 车 、 用 户 在 电话 机 前 等 候 通 语 、 发 生 故 隆 的 机 
名 等 候 工 人 修理 、 和 进入 机 场 上 空 的 飞机 等 候 降 落 等 等 。 如 果 我 们 
把 服务 系统 的 傅 义 再 扼 广 一 下 ， 则 进入 雷达 接收 机 后 信号 等 待 处 
理 . 通 信 系 统 的 报 文 在 缓冲 咱 上 等 候 传送 ,多 微机 系统 的 处 理 机 等 、 
收 访 问 公 共 内 存 、 计 算 机 网 的 用 户 等 候 使 用 某 资源 、 进 入 水 库 的 : 
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同 2-} 
厂 一 一 一 一 一 一 一 一 个 
一 一 j 
1 六 1 
一 和 全- 和 人 和 人 人 
1 二 一 一 
! 7 
LL. J 
{HT 2 


谨 水 等 待 瑚 阅 溢 放 等 等 都 可 看 作 服 务 系 统 在 运行 过 程 帆 穿 疙 和 后 的 
指 队 等 待 现象 ,我们 就 将 这 种 具有 排队 等 待 现象 的 服务 系统 通称 
为 排队 系统 ， 

全 河 一 个 服务 系统 总 是 由 两 个 相辅相成 的 要 素 ， 顾 窜 和 和 灌 劳 
六 f 蝶 最 务 全 ;所 注 盛 。 上 凡是 开 求 接受 服务 的 人 与 物 统 称 为 顾客 ， 
外 要 求 乘 车 的 悉 穷 ， 要 求 迁 话 的 用 户 、 进 入 机 场 上 室 要 求 噬 落 的 
玉 记 、 进 入 和 错 达 接收 机 查 求 处 理 的 信号 等 都 是 顾客， 凡是 给 予 芹 
并 服务 的 大 与 物 统称 为 服务 员 【或 服务 台 )， 如 运载 乘 窑 的 公 < 
汽车 安排 通话 的 电话 变换 台 ， 供 飞机 人 降落 使 用 的 跟 道 、 对 全 一 
实施 处 理 的 仿 忆 公理 器 等 都 中 服务员。 

对 本 一 个 排队 系统 来 说 ， 如 果 顾 客 的 到 达 时 刻 种 对 顾 弯 的 习 
备 尘 间 是 国定 的 话 ， 叶 入 们 总 可 以 适当 安排 或 调整 服务 员 个 终 . 
级 务 速 率 . 从 而 使 顾客 到 术语 少 排队 甚至 不 排队 而 迅速 讲 入 脱 委 ， 
蛋 尖 容易 达 儿 供求 之 间 的 平衡 关系 ， 如 通常 情况 下 的 火车 调度 就 
所 于 沁 上 情况 。 然 布 由 于 和 谷 观 环 开 的 复杂 多 变 以 政 种 种 禾 册 卫 囊 
的 影 隐 ， 甬 得 在 终 大 多 数 情 六 下 ， 项 客 到 达 服 务 系统 的 了 时刻 户 政 
对 顾 容 的 服务 时 间 痢 是 随 本 的 ， 这 就 给 服务 系统 造成 了 一 系列 典 
求 之 各 的 六 首 。 机 加, 阁 汪 并 容 到 得 湖 硬 服务 跟 不 上 (供不应求 
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生男 一 些 时 息 刚 由 于 顾客 少 (或 无 顾客 ) 而 使 服务 员 处 于 空闲 状态 
( 供 计 于 求 )，。 因 此 ， 排 队 论 的 主要 任务 就 是 ， 通 过 对 排队 系统 概 
率 规 第 性 的 探讨 来 寻求 某 些 能 达到 供求 平衡 的 手段 与 策略 ， 这 也 
就 是 漠 队 系统 的 所 谓 最 优 设 计 与 最 优 控制 问题 。 


‘一 ) 排队 系统 的 基本 构成 


考虑 到 任何 一 个 顾客 通过 排队 系统 总 要 经过 训 下 过 程 ， 即 闫 
普 铝 这、 排队 等 符 、 接 受 服 务 、 离 去 。 因 此 ， 排 队 系 统 的 概率 规 
律 狂 显然 与 如 下 三 个 因素 有 关 ， 这 就 是 【1) 右 客 到 达 规 律 
《2 ) 顾客 排队 与 接受 服 备 的 规则 ，(3) 最 务 机 构 了 的 结构 形式 、 
服 务 员 个 数 与 限 务 速率 。 因 此， 人 们 就 将 上 述 三 个 轩 素 称 为 排队 
系统 的 三 个 忒 本 组 成 部 分 。 下 面 将 分 草 给 予 齐 绍 。 

1、 输 入 过 程 

答 入 过 程 是 用 来 刻 重 顾客 到 这 规 律 的 一 种 数学 描述 ， 肖 常 可 
用 如下 的 三 种 多 术 过 愉 {M1 1 守 0}， {8 二 1，2， 
1 措 壕 其 中 庚 C 7 了) 表示 在 时 间 澡 
隋 !0，+3 内 到 达 排 队 系 统 的 顾客 数 ，5。 表示 第 个 到 达 系 统 
的 碳 窜 的 到 达 时 遍 ， 而 7+,=5, 一 5。_,，56== 人， 它 表 示 第 “个 乱 窜 
娱 其 前 一 顾客 相继 到 达 的 上 时间 间 陋 ， 夺 (了 }，s5n，tw 之 关系 见 图 
-3 。 并 有 


Ll 
Mj=marx{n :i 了 -2 


为 了 鲁 于 研究 ， 入 们 根据 到 达 过 程 的 不 辐 概 率 特性 将 其 分 成 
* ID8 +» 


刘 下 几 类 ， 并 给 予 不 风 约 符号 个 以 元 的 草 ， 
a 年 蕉 给 入 《DD)， 流利 曙 给 和 撕 随 窘 鹿 别 池 等 问 用 二 过 
用 此 限时 间 [9 到 法 一 个 症 EN Ei 存 下 显然 ， Ty, Hi A 2 


数 为 


b Poisson 流 输入 (ND) ， 系 滞 前 输入 过 程 C1)，123 
0) 为 Poisscn 沪 。 一 个 取 韭 负 整 获 售 的 斑 机 过程 :好 7 
1 六 0 称 为 Poisson 六 ， 涝 指 其 注 是 上 下 三 条 件 ， 

(Cay PCACt)=0)=1 

Cb 对 于 任何 0 二 < 过 1 , 增 时 (is 170 一 C1 一 ss) 
县 数 为 4 六 0 的 Poisson 分 布 。 即 对 于 nn 一 0，1，2:，… 有 


。 天 
Penrs, 1 =k) 0 en i) 
Ce 过 各 Tt 05 呈 有 独立 增 大 性 
c 大 险 t Frleng 移入 [5 这 种 输入 是 指 顾客 的 到 过 这 各 
全 Toy ni 二 1，2 多 是 独立 司 务 - 布 的 随机 变 最 序列 ， 及 Ta 前 分 
用 涵 癌 为 
DD 
A 1 (1 下 1 二 2 Te ri) 
tm0, A>0 
惑 其 宣 庞 还 数 为 


a (1) i i100, 72>0 3 3 
0 一 般 独 立 输 入 (G1; 质 客 的 豆 达 站 
是 狂 站 辐 苍 刘 鸭 莫 续 时 序 5 7 的 分 布 演 著 为 4 
上 面前 所 省 输入 卷 可 百人 一 盟 铬 立夫 入 的 特例 ， 
e 迷 批 条 这 贺 入 
5 案 示 第 #4 批 膨 安江 


， 359 


时 间 间 隔 ， 此 时 ， 如 果 每 批 左 客 的 个 数 工 可 以 是 常数 通常 是 正 
束 数 )， 也 可 是 一 全 离散 型 〈 通 常 取 非 负 整 数 ) 渭 机 变量 ， 而 各 
批 相继 到 达 的 时 间 间 隔 z 可 为 土 述 各 种 分布 之 一 ， 由 这 种 输入 . 
就 称 为 成 批 到 这 输入 。 

2， 排 队 与 服务 规则 

排队 系统 内 疗 窜 的 排队 规则 通常 有 等 待 山 、 损 失 制 各 混合 制 
三 种 。 当 顾客 到 达 时 ， 若 所 有 服务 台 均 被 占用 ， 他 们 并 不 离 去 而 
是 排队 等 待 ， 直 到 接受 服务 为 证 ， 这 种 搂 队 规则 称 为 等 待 制 。 如 
衣 常 的 观众 排队 等 待 美 票 、 续 客 排队 等 收 上 车 等 ; 当 顾 客 到 达 填 * 
营 记 有 服务 合 均 被 占用 ， 该 顾客 就 自动 离 去 ， 有 昌 永 不 再 来 ， 这 种 
排 中 规则 萄 为 损失 制 (又 称 消失 制 )。 如 通常 鸽 用 的 损失 制 电话 
系统 、 导 弹 发 射 系统 、 雷 达 接 收 系统 等 ， 当 顾客 到 达 时 ， 若 排队 
系 绕 的 队长 小 于 N， 顾 客 就 排队 等待 以 接受 服务 (系统 内 排队 等 
待 和 正在 接受 服务 的 顾客 总 数 称 为 系统 队长 )， 车 排队 系统 的 队 
长 等 于 闪 ， 则 三 客 离 去 且 永 不 青 来 ， 这 种 排队 规则 称 为 混合 制 
《确切 地 说 是 队长 有 限 混合 制 )。 混合 制 的 排队 规则 除 上 述 外 、 还 
有 有 运 久 时间 有 限制 和 等 待 时 间 有 限制 等 ， 如 出 炉 的 钢水 末 被 及 时 
浇铸 将 报 度 、 库 存 的 药 吊 超过 有 效 期 将 被 销 骏 等 就 是 后 二 种 混合 
市 的 实例 。 

当 瑚 客 进 入 排队 系统 后 , 其 接受 服务 的 规则 有 先 来 先 服 务 , 后 
到 先 服务 、 优 先 权 服务 和 随机 最 务 等 。 在 具有 优先 松 服 务 规 到 的 
排队 系统 中 ， 进 入 系统 的 顾客 均 有 不 同 的 优先 级 ， 具 有 较 高 优先 
级 的 顾 音 可 完 于 较 低 优先 级 的 顾客 得 到 服务 ， 厕 不管 他 们 到 法 的 
先后 次 序 。 优先 级 别 可 以 有 很 多 ， 但 同一 优先 级 的 厄 客 若 同时 处 
于 系统 中 排队 等 待 时 ， 则 他 们 移 最 务 规 则 叉 可 以 是 先 来 先 跟 务 或 
其 它 服务 规则 ， 

优先 权 服 务 规 则 还 可 以 分 为 强占 型 与 非 强占 型 商业 。 在 具有 
强 频 型 优先 权 服 务 规划 的 排队 系统 中 ， 当 新 到 的 是 客 其 沽 先 组 高 
主 正在 接受 服务 乓 蚌 客 优先 级 对， 必须 中 斯 正在 进行 的 服务 ， 转 

了 : 


而 去 给 新 到 光 旺 客 实施 服务 ， 所 有 当 该 晤 客 服务 结 度 而 至 汪 员 及 
无 更 高 优先 级 的 顾客 时 ， 方 可 频次 对 被 进 巾 断 的 顾客 进行 脱 : 
在 生 有 非 强 上 岂 型 优先 极 了 县 备 规则 的 排 耻 系统 中 ， 当 其 大 入 训 贷 洁 
级 的 启 容 到 这 时 ， 正 宕 接受 服务 的 顾客 尽管 甘 优 先 级 别 较 虹 ， 江 
仍 需 让 其 服务 完成 以 后， 方 能 从 等 竺 顾客 中 选取 只 有 较 遍 倍 计 缓 
的 赢 客 进 行 服 务 。 例 如 基 些 计算 机 系统 或 通信 系统 就 具有 上 还 服 
务 规 则 ， 详 可 见 3$2.4 中 的 例题 。 

$3， 服务 机 构 

服务 机 构 通 常人 包括 ,服务员 全 的 个 数 、 服 务 机 构 的 结构 
形式 (加 训 联 、 并 联 、 混 联 或 网 络 等 结构 形式 )、 服 务 过 程 等 。 

车 以 表示 到 达 系 统 的 第 # 个 磺 窜 在 系统 中 接受 服务 的 时 
疝 ， 册 to。，a 一 1，2 ，…}》 称 为 服务 过 程 。 语 o 的 分 布 河 下 
洲 B (1)， 脱 务 过 程 可 分 成 如 下 几 类 ， 

9 ”定常 服务 分 布 《D): 此 时 每 个 顾客 的 服 务 时 间 为 一. 
常数 c ， 即 有 分 布 函数 


soO-Pe<oD-1 


0 ， 当 于 < 
t+， 当 f+ 2 

5 负 指 数 服务 分 布 CM)， 此 时 每 个 顾客 的 服务 时 闻 3- ， 
Vm" 相 二 独立 ， 并 及 有 胡同 的 负 指 数 分 布 。 基 分布 两 数 为 

Bifi=P(u tem1 -er”, i10, 40 

级 Frlang 服务 分 布 (Bj}， 此 时 每 个 顾客 的 服务 时 间 
Bi， as Do 相互 独立 ， 并 有 相同 的 下 级 Eriang 分 布 ， 址 
分 布 鸭 数 为 


1 人 CR 全 
2 (+i+ 21 十 tT) 


tA 0 
-其 密 答 顽 数 为 
5 
gd 一 般 独 立 的 服务 分 布 《CG)， 此 时 ， 所 有 左 客 的 服务 时 
1111 。 


馈 相 互 痢 立 ， 并 有 相同 的 分 布 范 数 妃 (上 )， 前 而 毛 述 的 各 种 服务 
分 布 均 可 看 作为 一 般 独 立 的 服务 分 布 的 竺 例 - 


(二) 排队 系统 的 分 类 与 符号 


由 于 各 种 排队 系统 所 外 的 环境 及 所 研究 的 问题 各 不 相同 ， 码 
而 其 系统 的 结构 、 排 队 与 服务 规则 等 有 很 大 的 差异 。 人 们 无 尘世 
不 可 能 将 其 抽象 成 一 个 统一 的 模式 来 加 也 研 究 ， 因 此 只 好 根据 各 
种 排队 系统 的 特征 ， 将 其 分 门 别 类 ， 然 后 一 类 一 类 地 加 以 研究 。 
考虑 到 一 个 排队 系统 通常 可 由 如 下 的 七 个 特征 来 决定 ，(1) 顾 客 
的 输入 过 程 ，{ 2 ) 对 顾客 的 服务 过 程 ，(3 》 服 务 员 的 个 数 , (4) 
系统 容量 (系统 内 所 能 介 许 进入 的 最 大 顾客 数 ); 【5 ) 顾客 源 的 
个 数 ，(6 ) 服务 规则 ，(7?》 服 务 宙 构 的 结 移 形 式 ， 于 是 人 们 就 
报 据 这 些 特征 来 划分 排队 模型 。 例 如 ， 对 于 具有 多 服务 员 并 行 服 
夺 结 构 的 排队 系统 ，D.G .Kendall 于 1958 年 提出 了 如 下 分 类 符 
号 方案 ， 并 得 到 了 国际 排队 论 专家 的 认可 。 该 符号 方案 由 4/B/ 
C/D/AE/F 组成， 其 中 4 代表 输入 过 程 类 别 ，B 代表 服 务 时 间 
分 布 类 别 ， 忆 代表 服务 员 的 个 数 ， 万 代表 系统 容量 ( 当 疙 = 
时 ， 该 系统 即 为 损失 制 ， 当 品 二 oo 时 ， 该 系统 为 等待 制 ， 当 
C<< 呈 <ce 时 ， 该 系统 为 队长 有 限 混合 制 )， 已 代表 顾客 源 的 个 
数 〈 若 顾客 源 为 无 限 源 。 出 该 项 可 省 略 不 写 )，FF 为 眼 务 规则 
《 当 服 务 规则 为 先 来 先 服务 时 可 省 略 不 写 )。 例 如 AMAe 7 
系统 ， 其 含义 为 : 该 系统 的 输入 过 程 {MM{1)，1 守 0} 为 
Poisson 流 ， 因而 顾客 源 的 个 数 为 coy 对 每 个 顾客 的 上 服 务 时 间 Uls 
Ds， "0 "为 独立 同 负 指数 分 布 ，c 个 服务 员 ， 系 统 容 旱 为 
《这 0) 里 客 进 入 系统 后 排 成 一 列 ， 接 照 先 来 先 服 务 溢 原 别 ， 
由 “个 服务 员 并 行 服务 ， 又 如 GI/Es 2 /co 系统 ， 其 含义 为 。 该 
系统 的 输入 过 程 {r， 上 一 1 ，2 ，…} 为 一 般 独立 输入 ， 寺 每 个 
顾客 的 服务 时 间 wu，m，…z，… 为 独立 同 分 布 ， 其 分 布 应 数 为 
8 级 Erlang 分 布 ， 两 个 服务 员 ， 系 统 容量 为 co 恬 客 到 达 后 非 
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蕊 一列， 按照 先 来 先 服 务 的 规则 ， 楼 受 两 个 服务 员 的 并 行 服务 ， 
项 窜 源 的 个 数 为 无 眼 。 


三) 排队 系统 的 特性 指标 


由 于 每 一 个 特定 的 排队 系统 本 质 上 是 一 个 物理 系统， 故 排队 
系统 的 分 析 可 采用 一 般 移 理 系 统 《 如 电路 系统 ， 机 要 系统 等 ) 的 
常用 分 析 思 上 粘 ， 通 常 可 分 为 朋 态 分 析 与 稳 态 分 析 现 部 分 。 

1， 酸 恋 竺 性 指标 

在 每 一 个 排队 系统 中 ， 对 千 任 一 时 刻 1 的 队长 《系统 站 :的 顾 
究 总 效 )、 等 待 队长 【系统 内 等 待 搁 受 服务 的 顾客 对 ) 以 及 每 一 
疗 容 在 录 统 中 的 等 待 时 间 、 带 留 时 间 〈 等 等 时间 与 接 爱 服务 时 间 
的 总 到 1 到 服务 已 属 的 他 期 长 麻 等 , 不 论 是 顾客 还 是 系统 管理 人 员 
才 是 被 为 甘心 的 。 这 犹 关 进入 理发 震 的 顾客 首先 关心 的 是 ;在 理 
发 后 要 等 待 多 长 时 间 ， 理 发 本 身 电 耗费 多 长 时 间 【去 贸 装 冯 )， 排 
阮 等 竺 理发 的 队长 有 煞 长 …， 而 理发 店 的 经 理 则 关心 的 是 : 理发 
负 的 效率 如 何 ， 更 有 理发 员 的 个 数 够 不 够 …。 由 于 上 述 的 系统 等 
性 指标 交 大 多 数 是 随机 变量 或 随机 过 程 ， 因 此 人 们 往往 关心 它们 
的 概率 分 布 特性 与 期 望 特性 。 具体 来 说 ， 在 排队 系统 的 膀 态 分 析 
中 ， 人 们 关心 的 系统 特性 指标 及 其 符号 为 ， 

N17 + 时 刻 系统 的 队长 

Net t): 1 时 刻 系统 的 等 待 队 长 

c (1) +t 时 判 系 统 忙 的 服务 员 个 数 

PA1) 二 PCN(I)== 7 了 ); 时 刻 系 统 队长 为 了 的 器 举 

工 (1) 一 五 CD)3 了 计时 肇 系统 的 平均 队长 

Lf 一 PIN 1) + 时刻 系统 的 平均 综 待 队 共 

at12= Etc(tt)I， 时 基 系 统 入 的 最 务 员 于 均 束 

了 ft) 时 锅 到 这 了 系 综 的 帮 客 在 系统 中 的 还 留 时 间 

7T.0f )，f 时刻 到 达 系 统 的 顾 寄 在 系统 中 的 等 竺 时 间 

大 (fi + 时刻 到 达 系 统 的 顾客 在 素 统 中 接受 服务 的 时 间 
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(一 PCT(E)G Xx)，7 (1， 塌 流 率 分 布 函 数 
Wt) TI 的 当 率 分 布 函 数 
WC 二 BCT(C1)): +t 时刻 到 达 系 统 的 顾客 在 系统 中 的 平 
的 逼 留 时 间 
W)Cf))， 时 区 到 达 系 统 揭 是 客 在 系统 中 的 
平均 等 竺 时 间 
显然 
NCFII=NA(CID+e(1) 
LOFT (1) -ect) 
了 (一 Tt) 十 天 
WCW C1) 十 五 ED 
进 钼 ， 与 上 述 特 性 指标 有 其 的， 还 有 
ntt 在 (0，1】 内 到 达 系 统 的 顾客 数 
Mii， 二 AD 在 C(t， 1 十 /条 时 间 间 取 内 到 达 系 统 
的 顾客 数 
Vii 十 LD 在 Cf，t 十 J 时 间 癌 随 内 ， 达 统 中 
服务 结束 的 顾客 数 
so 第 # 个 到 这 系统 的 顾客 的 到 达 时 刻 
ze 一 so 一 Sit 相继 到 达 的 时 间 间 陋 
vo 对 第 # 个 到 达 系 统 顾客 的 服务 时 间 
2， 称 恋 特 性 指标 
一 个 排队 系统 , 在 其 运行 的 初始 阶段 , 名 特性 指标 如 py( 1 )， 
工人 GT WOFs x), Wlt, x), WEI), W(t) 
等 显然 都 与 4 有 闫 ， 而 且 一 般 来 说 初始 条 件 的 影响 都 比较 显著 ， 
这 一 工作 阶 眉 称 为 系统 运行 的 过 渡 阶 段 (又 称 朋 态 阶段 )。 但 在 
经 过 是 够 长 的 运行 时 间 后 , 一 化 系统 的 工作 状态 浙 趋 稳定, 从 而 使 
上 述 各 特性 指标 不 再 与 时 间 ? 有 关 ， 丽 初始 条 件 的 影响 也 显得 不 
那么 重要 了 。 此 时 ， 我 们 萝 该 排队 系统 已 由 过 渡 阶 段 进入 稳定 状 
恋 芥 段 《或 就 计 平 衡 状态 阶段 )。 由 于 稳定 状态 分 析 较 之 藤 态 分 


‘11d :* 


引得 多， 故 它 共 本 竟 介 绍 的 重点 。 在 排 区 系统 的 稳 态 分 尖 
沼 指 际 是 人 们 甘心 的 【以 下 指标 均 指 在 系统 达到 统计 平 壬 
状 仿 后 的 逢 全 指标 ， 不 理 一 一 加 以 注 明 ): 

入， 党 统 队长 

，， 系统 等 待 队 长 

P(N 二 )， 系统 队长 为 了 的 概率 

“ 玉 CND; 平均 也 长 

二 瑟 (ND， 平均 等 待 队 长 

， 平均 往 的 服务 员 个 数 

:到 法 系统 的 侍 一 顾客 在 系统 中 的 下 和 留 有 时 间 

2. 到达 系统 的 任 一 磷 客 在 系统 中 的 等 竺 时 间 

RD 一己) 7 的 梳 率 分 布 函数 

DPT) TT 的 概率 分 布 函 数 

HH 二 请 (CTI 全 的 平均 秆 《平均 到 留 时 池 ) 

二 局 让 全 的 于 均值 《平均 等 待 时 间 ) 
显然 有 


LP 


L=L+et 
W=W,+ E (0n) 

除 上 时 并 外 ， 还 有 

Tne 忙 期 长 度 

PTesxy) 人 期 长 度 分 布 

天 Th 平均 忙 期 长 麻 

Fr 顾客 到 达 系 统 册 由 于 不 能 进入 系统 击 消失 的 概率 

单位 时 间 内 到 达 系 统 的 证 过 顾客 数 

A 捍 位 村 间 内 到 于 并 进入 有 隶 统 的 平均 顾 容 数 

当 稳 定 状 态 存在 时 、 系 统 的 瞬 态 特性 指标 与 稳 态 特性 指 球 之 
闻 洁 关系 

Mim Pt) lim PONCIDTIITPINE 1D 
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tim 上 L(+)=L 
1 
Him Lt 1}=L, 
lim WE = 
t -eo 


Lim Wt =W, 


8$2.2 Poisson 排队 系统 (一 ) 


一 个 排队 系统 ， 若 其 输入 过 程 为 Poisson 流 ， 服 务 时 间 分 布 
为 负 指 数 分 布 ， 则 称 其 为 Poissor 排队 系统 ， 本 节 主要 介绍 jf) 
M/C /oo 与 MM /M1 /hh 系统 的 稳 态 分 析 内 容 ， 但 为 使 读者 对 路 
访 分 析 内 容 有 所 了 解 ， 故 从 最 简单 前 MAH7 171 系统 着 于。 


(一 ) 站/M A111 系统 


根据 排队 模型 的 分 类 与 符 号 规定 可 知 ， 几 /M1 7 1 系统 具 
有 下 述 特性 ，(1) 输入 过 程 {MC1)，1 守 0} 为 Poisson 济 ， 
设 平均 到 达 率 为 (4 六 中; (3 ) 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 5 谭 五 
独立 , 并 有 站 同 的 负 指 数 分 布 , 设 平均 服务 时 间 为 EE(0,=1 84， 
其 中 沁 0， 它 表示 单位 时 间 内 服务 完 的 平均 顾客 数 ， 又 称 平均 
最 务 率 ; 《3 ) 系统 只 有 一 个 服务 员 ，(4) 系统 容 景 为 1 ， 因 而 
一 作 顾客 营 能 进入 系统 ， 必 可 立即 接受 服务 ， 而 当 -- 顾 容 在 接受 
服务 时 ， 若 有 其 他 顾客 到 达 系 统 ， 则 由 于 系统 容 晤 的 限 岳 ， 这 
些 到 达 顾 客 将 由 了 不 能 进入 系统 而 消失 。 内 上 述 四 个 竺 和 导 处 -人 
们 通常 还 附加 下 述 性 质 ， (5 ) 到 村 过程 {MC 之 0 与 服 
务 过 程 fa， nm 一 1I，2，…} 相互 独立 ， 

1， 系 统 的 瞬 访 特性 

设 N( +) 宕 示 时 刻 1 时 刻 系统 多 厂 容 数 ,容易 得 知 , iN 1)， 

， ji * 


2 


f 0》 证 一 个 只 械 取 伸 0 与 1 的 随机 过 程 ，mtft7 取 值 的 全 
汪 记 作 了 工 =10，i。 若 记 转 移 概 率 
已 5 本 一 
车 出 全 概率 公 武 知 
Pi tA P(t Pi t,t th) 
+ tt ti, ft.) 
下 面 迪 计算 转移 概率 Pwot fr 
四 于 在 Nt 一 0 的 条 件 下 NTH 一 4 这 一 事件 可 分 
解 为 下 可 两 个 互 尿 事件 之 和 。 
(1)》 在 时 问 间 肾 【《+y + 二 4H) 内 无 顾客 到 达 。 
‘2) 在 时间 间 隔 (+ ,+ 十 A 站 内 至 少 有 1 人 到 达 并 进入 系 
统 。 与 此 同时 ， 系 统 至 少 服务 完 一 个 顾客 ， 生 到 达 并 进入 系统 的 
顾 窑 省 与 恋 服 务 完 的 顾客 效 相 同 , 从 而 有 NN(I 十 JD = 0， 
显然 , 闻 首 有 概率 
五 (有 [十 < 有 下 eo 1 A+ 0 st) 
利 骨 前 述 玉 个 系统 特性 ， 可 得 第 二 个 于 性 之 概 举 
PM Ft +A 0 Vits tADTO0, Nit+en: 
-0 Nit:=0) 
PiNit. 1+tAD>OINCt) 
=0)-. PVC, 十 
0 NOIY=O) PINCGE HAN OP, 1+4i 
>0, Ht, ft +ADTO0, Nil}= 0) 
PR 
ADOTOLE, FiO, NCL)=) 
一 人 1 et Eo 
平和 芷 有 
0 
TA tt tt 
FA Nt Ny. ;,. 
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一 0)= 1 一 LA 0 CA 


对 于 转移 概 率 PT Li +20， 可 采用 类 似 的 方法 计算 。 考 引 到 
在 六 tt) 一 1 的 条 件 下 NI 二 0 这 一 事 人 性 可 分 甫 为 下 述 
两 个 互 秆 事件 之 和 ， 

(3 ) 在 时 间 间 隔 《1 了 ;+ 十 Lf] 内 无 闫 客 到 达 ，。 但 却 服 务 洁 
一 个 顾客 

(4) 在 时 间 则 隔 C1。t 十 -Ai 内 至 少 有 1 大 到达 并 进入 
系统 。 同 时 至 少 服务 完 二 个 顾客 ， 和 且 由 于 服务 完 之 顾客 数 比 进入 
系统 之 顾客 数 多 一 人 ， 从 而 有 mtrf,， ft 十 JD= 0. 

前 者 有 概率 

PMits {+AD=0, Vl,s t+AD=1) 
OM -eet oo (AD) 

后 者 的 概率 


PM tAD>0, Vit tAD>1, NCA 

一 DIE 一 TI) 

= PV (lt, t+tAD>IINGID)=1).PO(t, 十 < 
>0, NCt, 1 +AD= 0IF (t,t +AD>1, 
NC1)=1) 

aPV (li, tt tID>1IN(Gt)= 1)= 0 (A 


因而 有 
Plts tidAD2 PAM tAD= 0 Vil,t+ 
AD=1)+POMCt, t +AD> 09, 
Vt, TCD， 十 < 
= 0IN(tt1)= 1) 
| 
上 述 计算 过 程 可 用 表 2-1 者 示 。 


了 了 号 * 


dL 


吉 条 1 


DO 
:| IE at | 总 
情形 ee + 0 + | 相应 浆 率 六 概 这 


一 Mt+ ot 


en o 


Ptts t+ A ™ 
一 ”| 站 ; 0 


长 鱼 、 > 


3 1 人 


! 
> Diy 
| 


' 
| Pa 


Mett+r OC 
>8 t+ 可 


1 
| 1 | sr oe 
一 二 一 a 四 
| 


之 1 


种 用 上 述 输 移 疆 率 Poof 1，1 二 Ai) 与 Po( i、t 二 -11 的 
计算 结果 ， 可 得 
PCF 4AD SP Pol ts, {+ 
PIIPaCt. tte 
= PC ty —AN) 4+P CE HA 


十 ofTF) 
长 而 有 
Se Pal 4) + HP | .3 
类 他 地 有 
Pt 十- 有 一 已 PE 十 < 有 
十 PIT DPC 于 -1 
= Pt! ANTP ENC ~ HAD 
+ oA 
抒 刘 理 得 
a(t) Pk 1)—uP(Ct) “2 .全 
几时 该 系统 初始 时 肇 空前， 即 有 
P{N(GO0)= 01=P" 0)=1 » 35) 


而 将 2. 人 9，(2.4)，(2.5) 式 联 立 ， 容 易 求 得 瞬 态 概率 


I18 ， 


P(t) = Ch + 


EH 
FE C1 


+ 时 世系 统 的 平均 队长 L( #4) 有 


注意 到 该 系统 的 容量 为 1 ， 跨 客 如 果 能 进入 系统 ， 必 可 立即 接受 
服务 。 因此， 对 任何 时 刻 +， 系 统 的 平均 等 待 趴 长 二 CT) 一 0， 
而 每 一 进入 系统 的 锋 客 的 平均 等 待 时 间 歼 of 一 0。 训 于 上 时 


LO)=ECN(GT)=- 


-了 
是 十 号 


刻 进入 系统 的 每 一 顾客 ， 其 平均 逗留 时 间 为 


2. 


WH)=E (0 = 


系统 的 获 态 特性 
让 请 系统 的 稳 态 特性 由 8 2.1 知 ， 是 指 当 系统 运 行 了 足够 长 
《1 一 co 时 间 后 ， 进 入 统计 平衡 状态 时 的 状态 概 率 及 系统 的 其 


他 数量 指标 ， 如 工 、 上 ,、 玉 、WWV, 等 。 显然 有 


并 有 
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Pi 二 lim Po 1) = 
A 
P= lim 已 (1 一 万 


Ls= lim Lt 1})=0 
fro 


Wi= lim W(t)= 0 
fo0 


C1 一 ee 


的 概 兴 ， 从 让 电 就 ; 让 中 顾 容 进入 总 统 的 松 率 。 综 上 上 
拷 兴工 中 和 i 可 吾 作 单位 二 汪 刘 达 革 进入 系统 的 平均 显 客 效 ， 道 
著称 为 有 就 到 达 率 。 


系统 人 c) 


呵 分 次 符 号 可 知 ， 邓 /4 Ce /8 系统 具有 下 述 特性 ， (12 办 
入 过 程 1CT 区 0 为 Poisson 流 ， 谱 再 到 到 这 认为 下 【1 
-2 《2 ) 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 玉 , 相互 独立 ， 并 有 相 旧 的 
集 带 外 分 布 ， 设 平 岂 服务 时 间 为 EVD)=1/H， 革 中富; 
(30 5 个 服务 员 并 行 服务 ， 并 按照 党 来 党 服务 的 序 则 提供 服务 ; 
{47) 芝 统 窒 量 为 上 (上空 0), 央 疝 该 系统 的 等 竺 空间 为 上 一 0，。 
当 郑 :到 这 该 系统 时 ， 若 该 系统 的 队长 已 达 竺 上， 刘 此 顾 窜 将 汪 
能 进入 系统 而 消 朱 , 故 仅 当 该 闫 客 到 达 系 统 而 系统 队长 小 于 关上， 
该 顾 千 方 能 进入 系统 。J4AAMA ec /k 系统 的 结 构 可 用 图 2-+4 来 描 
这: {5) 到 达 过 程 (at 了 于 蒂 0 服务 过 程 foo 2 一 1， 
2 …} 相互 狐 立 ， 葡 然 ，M AAA /1 系统 是 M/M/C /Rh 系统 
的 下 个 单 的 情 开 。 | 


芝 谍 到 中 为 单位 时 间 到 达 系 纺 的 平均 磊 客 数 ， 而 Ps 可 着 作 则 时 


村 于 向 单 系 终 凡 AIAA1I， 册 于 容易 求 得 其 县 态 颖 率 
HH 1， 从 而 通过 Pit 1) 可 获得 其 他 一 些 瞬 时 狐 量 指标 去 人 


”2 


Lf?)， (T+), 1), 并 进一步 通过 对 上 述 各 最 取 极限 + 一 
cc 来 获得 其 稿 态 特性 指标 已 ， 工 ，7， 环 ， 丈 每。 然 而 对 于 一 
般 的 稍为 复杂 的 排队 系统 , 要 想 获 得 其 用 时 状态 概率 并 非 易 事 .下 
些 在 解 奖 实际 问题 时 ， 如 果 能 确 知 该 系统 统计 平衡 状态 存在 或 存 
在 的 条 件 ， 则 往往 可 直 扫 去 求解 该 系统 在 统计 平衡 状态 下 的 状态 
弧 率 及 其 他 一 些 特 性 指标 。 而 不 再 去 求解 酬 态 特性 。 这 在 实际 应 
用 中 往往 是 充 许 的 ， 为 求解 上 述 系 统 ， 我 们 采用 生 灭 过 程 法 ， 有 
关 生 灭 过 程 的 定义 及 理论 可 见 附 录 二 。 
1， 系 统 的 统计 平衡 特性 与 队长 分 布 
定理 2.1 设 N( 1) 表示 {时刻 系 统 的 顾客 数 ， 则 在 M/M/ 
0 /上 系统 中 有 
1) TCD，Ez20) 为 有 限 状 态 生 灭 过 程 ， 其 状态 空间 
为 了 =(10，]1，2，…，R)， 状 态 转移 密度 为 
4 一 上 人 一 必 ，1， 2 下 一 工 
| 人 一 1 2 一 
向 一 
CH, = 十， 
<2) 对 任何 4 之 0，4& 六 0、 该 生 灭 过程 {NC1),， + 完 侣 
乌有 统计 平衡 解 ， 且 其 队长 分 布 总 .= lim P CNCHD)== #4) 有 


(2.8) 


| adler Po no, 1 


其 中 P= A174。 

证 明 为 验证 该 过 程 的 生 灭 过 程 特 性 ， 根 据 附 录 二 定义 7.4 
之 附注 知 ， 内 雷 考 察 该 系统 在 时 间 间 隔 《 1， + 十 Lf 内 的 状态 
转移 特性 即 可 。 首 先 注 意 到 该 系统 的 容量 为 ， 所 以 任何 左 窜 到 
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达 系 统 时 ， 著 发 现 系 统 队 长 已 达 上 时 均 将 自动 离 去 ， 因 而 有 转移 
概率 
PP 十 .一 nk 
Paowil ts t+tA=0， 二 0 或 nn 疡 电 

这 样 。 在 瞧 虚 转移 概率 六. it， Tc- 时 ， 内 需 讨 论 0， 
1，…， 皮 一 1 的 情形 。 至 于 转移 概率 ?wi 1 荆 十 LD， 则 内 
需 讨 论 # 一 1，2,…, 名 的 情形 ， 而 转移 概率 Pal 1 ， +t 十 7D), 凡 
需 讨 论 一 0，1，2，…， 上 天 的 情形 。 以 下 首先 来 游 察 转移 峰 率 
PONCI EAD ERIINCG) TH) = Po ts tA), 

在 时 间 间 乌 《1 ,+ 十 -ID 内 ， 系 统 在 NLT1) 一 2 的 条 件 下 
NCETAD= 8 十 1 这 一 事 性 可 分 解 为 下 述 两 个 互 矿 事 件 之 各 : 

11 在 时 间 间 隔 《1， 1 十 J 站 内 有 一 个 顾客 到 达 六 进入 系 
红 ， 贡 正在 服务 的 5 个 顾 容 均 末 服务 完 。 其 中 s 与 队长 # 的 关 累 
下 为 


0， 媳 一 人 站 
S14 并 1.7) 
Cy 中 一 CT 十 1 R 


(2) 在 时 间 问 内 《1 ，1 十 -1 内 至 少 来 两 个 顾客， 而 正 
在 最 务 的 * 个 顾客 中 吾 少 有 -一 人 服务 结 吏 ， 且 到 这 的 顾客 数 怡 好 
比 上 服务 结束 的 顾客 数 多 一 个 ， 从 而 有 NC! 十 JID 一 mn 十 1 
前 一 训 件 的 概率 显然 
PMC, fAD=1, Vt, 1t+AD=0)- 
He (era) A A+ 9 CA) 
三 一 事 任 的 概率 则 奉 
PMCE, 1 HADE2, Vit, f+ADNP1, N 
CfADY=nF1INCGI= nC PM(1, 1 
taADP2INCGt)= nn)= 0 (CD 
尘 述 分 析 不 仅 对 正 整数 # 扎 I 成 立 ， 而 且 对 # 一 4 时 亦 有 类 似 结 
论 ， 从 而 有 
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Pr 十 mb 二 
-| 

分 析 转 移 概 率 PsniCY， 十 -有 醋 郑 。 在 站 0( 拉 一 站 的 等 
件 下 六 (二 CDD 一 一 1 这 一 事件 可 分 解 为 下 述 二 个 互 斥 旨 忻 
之 和 ， 

C3》 充 寺 间 间 隔 《#4，f 十 人 人 D 内 无 题 客 到 达 ， 同 时 在 s 
什 被 服务 的 顾客 中 恰好 腿 务 完 一 个 顾客 《其 中 与 队长 的 关系 见 
(2.7) 式 )。 

(4) 在 时 间 间 隔 《4， + 十 人 人 D7 内 至 少 到 达 且 进入 系统 一 个 
硕 客 , 同时 在 5 个 捉 服 务 的 题 客 中 至 少 服 务 党 两 个 顾客 ,并 使 服务 
完 的 顾客 数 比 到 达 且 进入 系统 的 顾客 数 多 一个， 从 而 有 入 (十 
/=i—1.， 

前 者 有 办 率 

PiMet, t+AD=0, VOC1, 1+AD=1) 


| 
一 grid | (1 一 er (gmde) rl 
1 


= si o (AD 
拥 者 有 概率 
PIMCt, 1+ADI, Vt, 1 +ID2, N 
(tADN= RIIN(IN= nn )EPM 1, 1+AD 
1IN(CI)=n):PO(t, 1+AIDm2IM(i, 1 


+ INF1, NC1)=# )= (1 | 1 — (Ce) 


-[ ， 站 1 一 ee co 小 o (AD 


由 


从 而 有 
Pos ts, {+ AD=sHAt+ oo CAD, 


并 一 工 ， 2 ，*r _ 
在 计算 转移 概率 Pet 1 ,1 十 站 时 ， 注 意 到 在 NC1)= 1 的 


» T3234 ， 


芝 和 N+ AU= #4 这 一 事 促 可 分 解 为 下 述 二 个 互 乐事 件 
| 
‘5) 在 时 间 咎 隔 《ff ，。 +t 十 站 内 无 懒 客 到 达 ， 卓 被 联 务 
的 = 个 亚 客 均 未 服务 完 〈 当 芋 一 有 时。 和 糙 本 会 发 生 顾 客 拉 学 罕 务 
的 问题 7。 
8) 在 时 间 癌 幅 〈f， 了 十 LI 门 内 至 少 有 一 人 到 法 并 让 入 
系统 ， 记 在 被 服务 的 。 个 磊 客 中 至 少 有 一 个 结束 服务 ， 养 且 进 入 
系 媒 与 鱼 训 服 务 的 顾客 数量 相等 ， 从 向 有 (二 AD 。 
运用 与 前 述 类 似 的 技巧 ， 容 易 求 得 
Fmt ts, f+ADw PN t, tADPO. it, 
ttm ON t= H+ PIMCGt,. f+ 
bit, f+ADO, Nit TAD— HN(Uti= 1) 
1 
当 芷 二 站 时 大 
Polt, t+AD= 1 -Adtt 90 (AD 
于 是 有 
Put 十 < 区 一 (LN 
ti! 
其 由 ， 玲 1 
tT i 0 = 
—{k—1, Ek}。 
钳 上 可 诸 ，iNC 了 )，f 守 0 ;为 有 限 状 态 生 灭 过程 ， 其 状态 
证 fpFr 一 t 1 ， 转 秘密 府 为 


,二 4 + R=, 1 Lo 起 一】 
i R=] ， 2， 于 尼 一 工 
“| 
ea 人 ee CC 十 1， ， 思 
并 有 符 散 密度 图 2~-5， 由 ee 定 塌 7.9 知 ， 有 限 状 态 生 灭 过 程 
证 有 锭 并 衬 衡 解 ， 故 根据 定 幅 * ,10 结论 ， 将 上 述 计 算 的 转 称 密 庶 
信和 久 王 和 式 苛 得 
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ciolo 芝 5:IoDwsIo 


3 人 一 1 th 


图 25 
Ep, n= 二], 2, 一 
P= vero p 二 f 

He 1 * 四 

Ge™ P,, TFT 一 CE 十 1， 5 
1 _ 1 

7 eS 

= 上 
2 Hb so Me 和 2 cc 


口 
z， 系统 的 数字 特征 


定理 2.2 在 JM/M/c /8 系统 中 , 设 P= Ai/ P= Ackh 


.一 -和 -PP。 则 该 系统 在 统计 平衡 状态 下 有 如 下 数字 特征 


Per Eps 1—( (hk— 56+ 1p +(Ch— 6) Pl) 


Lm pe 1 
Pk- tk pm 1 


= ACl— PP) 
Em= pC1 一 中) 
工 王 了 ,十 5 (2.8) 
Pn= Pr 
其 中 Pa 为 顾客 到 达 有 系统 时 ， 由 于 不 能 进入 系统 而 自动 消失 的 
概率 。 
证 明 当 系 统 达 到 统计 平衡 状态 后 ， 若 系统 队长 NA ce 时， 
其 等 竺 队长 应 有 六 ,= 0; 仅 当 队 长 N=5 十 10 之 1 起 kh 一 6) 
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针 ， 方 有 等 待 队长 Ni 一 1 全 0， 故 舌 等 待 队长 六 .有 分 布 列 


PN 0)= 5 PN=/)= y P, 


f= 0 jo 
PN= I= P(N=e+ i})=P, 0<IEh—e, 从 
击 当 志 1 时 有 


p= 
和 ,2 PNT = 2 2 colo” 1 
-et 
也， 1 sp:= PP. 7 ol1~ 《下 一口 十 1)pt 二 (一 
放 二 和 
c pg 
= 工时， 容易 推 得 
站 一 站 
PP 2 nPop Ch—et1)(h—e) 


考虑 到 有 效 到 村 率 表示 单位 时 间 内 到 达 并 进入 系统 的 平均 顾 人 大 

数 ， 它 应 等 于 单位 时 间 到 达 系 统 的 平均 顾客 数 4 导 以 每 一 到 达 脑 
客 能 进入 系统 的 概率 CN 过 上， 因此 有 

l=APCN<C RT A — DP) 

此 外 ， 考 虚 到 当 系 统 达到 统计 平衡 状态 时 ， 单 位 时 间 进 入 系统 区 
平均 碳 客 数 应 与 单位 时 间 离 开 系 统 《显然 是 由 于 服务 绪 京 才 离 开 
的 ) 前 平均 左 容 数 相等 ， 前 者 为 1.， 而 后 者 应 等 于 5 上 &， 讨 有 
等 式 


由 此 可 得 


中 
至 王 己 .= 一己. 刚 丝 昌 然 的 . 
在 -497 6 /系统 中 ， 由 前 知 当 2? 之 加 时 ， 该 系统 为 温 合 
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制 排队 系统 ， 特 殊 地 当 oc 一 时， 该 系统 为 损失 制 排队 系统 ， 容 
易 得 到 损失 制 排队 系统 的 如 下 结果 ， 
定理 2.3 在 MVAMV cy/ec 系 统 中 有 统计 平等 解 


P= 
nl 


P= 6 网 (2.9) 


3， 应 用 

例 2.1 电话 站 有 rn 条 线 潞 ， 同 时 可 供 n 对 用 户 进 行 通话 ， 
设 用 户 蛙 晓 流 为 Poisson 流 ， 平 殉 到 达 率 4 一 2 次 /分 ， 每 个 用 户 
的 通话 时 间 最 其 灸 指数 分 布 ， 平 均 服 务 率 4 = 二 2 次/ 分， 试 求 在 
系统 达到 统计 平衡 状态 后 ， 任 一 用 户 电话 打 不 通 的 窜 率 小 于 0.01 
时 所 需 的 晤 少 线 路 数 66， 以 及 灶 时 对 应 的 电话 站 平均 占用 线 赂 
数 6， 

解 ”在 通信 理论 中 ， 当 某 胃 户 要 求 通 话 持 ， 若 该 电话 站 的 e 
条 线路 均 占 线 时 ， 该 用 户 可 袖 作 自动 消失 ， 而 妆 其 再 次 了 要求 通 话 
了 时， 可 看 作 另 一 新 用 户 的 到 达 。 在 上 述 意 义 和 二， 用 户 玫 贤 流 经 统 
计 和 给 验 ， 符 合 Poisson 流 的 统计 畦 性。 丙 此 ， 我 们 可 将 电话 站 视 
作 MVHM7e7/e 系 统 ， 且 该 系统 有 4 一 2 次 /分 ， 站 一 2 次 /分 ,从 
而 有 8 = 一 1， 注意 到 
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i | pp" a” 
己 ( 肪 容 打 不通 :一 和 = 天 了- 
cl | 
# 三 科 
i 1 
. A 十-) 
cl (1 + 二 + 


分 别 以 = 一 1。，2、3，… 代 入 了 上 式 ， 经 计算 可 得 表 2-3。 


圳 2 一 ? 


A .5 | .2 ' 0.0625 DO. O153 .3 


电表 2-3 得 知 ， 当 c = 5 时 满足 条 件 呈 (顾客 打 不 通 ) = 上 ;<<0.01, 

故 簿 到 的 最 少 线路 数 为 号 条 ， 此 上 时， 相应 的 平均 占有 线路 数 为 
EP P= 1— =0).995 

亦 即 在 五 条 线路 中 ， 忙 的 平均 数 仅 为 一 条 ， 

例 2.2 某 机 声 古 两 条 跑道 ， 飞 机 的 到 达 与 起 飞 过 程 可 看 和 作 
DPoisson 流 ， 平 均 到 过 率 4 =10 哥 次 /天 。 飞 机 在 起 飞 与 降落 叶 将 
占用 跟 道 ， 并 由 机 场 的 一 台 专 用 设备 对 其 球 各 货物 。 设 飞机 占 责 
跑道 的 时 间 【主要 是 装 划 货物 的 时 间 ] 服 基 负 指 数 分 布 ， 平 性 记 
用 率 上 = 30 加 次/ 天， 为 改进 该 民航 系统 的 服务 效率 ， 管 理 亲 报 
定 了 甲 、 乙 两 种 方案 ， 其 中 甲 方案 为 增加 一 条 跑道 ， 但 不 改变 : 
与 艺 方 案 则 改变 跑道 的 平均 占用 率 ， 将 其 由 请 二 30 架次/ 闫 
进 高 济 产 二 40 架 钦 /天 ， 伍 不 政变 4 与 跑道 数 。《1) 其 不 考 谍 器 
出 男 题 ， 河 应 取 何 种 方案 ?2 ) 若 将 平均 到 杰 率 增加 到 4 =3: 
训 次 / 天， 及 应 取 何 种 方案 为 好 ? 

和 解 如果 将 飞机 公 达 机 场 时 ， 由 于 跑道 已 被 氮 用 而 飞 往 令 放 
沁 场 适 作 自动 消 先 ， 并 将 机 场 装 名 设 备 作 为 服务 呐 ， 杂 道 数 尽 洁 
和 入 纺 窗 和 让， 则 吻 馈 该 员 航 系统 为 开 /HMA 17 下 系统。 由 子 不 汉 

- 729 ，。 


许 费 用 问题 ， 故 我 们 选取 的 上 且 标 函数 是 单位 时 间 到 达 并 进入 系统 
的 平均 架次 最 大 。 利 用 {2.6) 与 (2.8) 式 结 困 并 取 5ww1， 
可 得 


. 机 
4= 1441 一 poO= 41-——— 


内 
1+ 7 pp 
逢 忆 | 


5 2 

《1 ) 当 采 用 甲 方案 与 乙方 案 时 ， 其 对 应 的 系统 模型 及 有 关 
参数 计算 结果 见 表 2-4。 由 表 可 知 ， 采 用 征 方案 时 4.=9.75 架 次 / 
天 ， 采 用 乙方 案 时 =9.5 哥 次 / 尖 。 比 较 上 述 两 种 方案 的 和 .6， 易 
知 庶 取 甲 方案 为 好 。 即 拟 增 氛 一 条 跑道 。 


| 对 应 系统 © 入 


在 Ee 架次/ 天》 


甲 MS | i | 3 | 20 | 30 人 | 9.76 


| MM 了 


《2 ) 将 平均 到 达 率 由 外 = 一 10 架次 /天 提高 到 4 一 30 架 砍 /天 
后 ， 车 仍然 不 考虑 费用 阿 题 ， 而 取 目 标 函 数 为 1 最大， 则 分 别 采 
甲 甲乙 方案 时 的 月 关 人 参数 及 4 的 计算 值 列 于 表 2-5。 观 察 琢 2-5 
虹 敌 ， 此 时 应 取 乙 方案 为 好 ， 即 拟 采 用 提高 跑道 平均 占用 率 到 上 
= 40 架次 /天 的 途径 。 
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方案 麻 庶 宗 统 | f 


| 
ao 1 | 22,5 


种 MMA ! 
1 
1 


忆 JEAHALA2 1 和 30 | a0 -二 22.7 


(三 ) AM /MM /c/o0 系 统 C 宇 站 


根据 排队 模型 的 分 类 与 符号 规定 易 知 、 读 系统 有 如 下 特 性 ， 
《1) 输入 过 程 {MC1)，+ 汪 0) 为 Poisson 流 ， 间 平均 到 过 康 为 
AT4>0)。 (2》 对 每 个 顺 客 的 服务 污 间 相互 独 言 ， 基 让 相 
同 的 贷 指 数 分 布 。 其 平均 服务 时 间 为 户 (0) 一 1/48、 革 中洲 让 
0 {3) 5 个 服务 员 并 行 服务 (5c 污 1)、 并 遵守 先 来 先 报 务 
的 陈 则 。( 4) 系统 究 量 为 2%， 因 而 该 系统 航 等 待 空间 亦 力 c=， 
从而 个 每 一 到 达 系 统 的 顾 容 总 能 进入 系统 ， 或 接受 慑 条 ， 或 排 
队 等 律 . (5) 到达 过 程 人 ID)，+ 六 0) 与 服务 过 程 {0,，# 一 
1，2， "相互 独立 。M/M/c co 系统 的 绑 术 图 见 图 2-s。 


1 
| 
| 
| 
1 
1 
1 


i 
间 2 二 
1 系统 的 统计 平衡 特性 与 队长 分 布 
定理 2.4 上 肥 AIf) 表示 时刻 系统 的 顾客 数 ， 风 在 /A 
0 /ce 系统 中 甬 
(1 区 人 站) 为 可 列 状 态 生 天 过 程 ， 状 态 空间 了 


» 了 3 了 +: 


1 多，:*}， 并 在 转移 密度 
A 有 = 生 ， 1. 立 ， 


本 二 上 了 
和 
Di 


必 。 于 0 
| 人 n=1, 2 一 1 
(op, me， c+1, ce 二 3， 
《2 ) 生 灭 过 程 {NWICt)，+ zz 0} 有 统计 平衡 解 的 充 要 共性 


为 4 /ok< 1 。 当 该 条 件 满足 时 ， 有 队长 分 布 


P= 1 - 
了 ot Pp 
0 中 (1 一 万 /7 
{ -2 一 P,， 担 一 了 ， 2 ， en eC—1 
| 二 
| (2.10) 
pb” 
| ah = ++, do, i 
其 中 P=1/4。 
1 


证 明 (1) 由 附录 二 定义 7.4 知 ， 只 须 在 时 间 间 隔 (+， 
十 A 内 来 考察 该 过 程 的 转移 概率 特性 央 可 。 运 用 与 定理 2.1 类 
人 筷 的 思路 ， 可 知 有 
Po fs t+AD= PNG AD=en+1IN'1) 
= nn)=POM I, t+AD=1, VO, t+AD= 
OINCi=n)+ POM +t, fA Vt, + 
+ m1, NOt TADN=R1IN I) =) 
~ Adie {es y+ o (CAD 
A ot, n=0, 1 2 ~ 


其 中 
0 并 一 用 
号 一 4 六， 人 ==1，2，- ee 一 1 
es R=0e, C+1, 


= = ,tty 
=0, ii. A lIN 1)= "7; 
+ PN, t+A D1. 
Pt, tt, NF 
= 1lN1)= 人 |) 


fr /sy ” 
= en 
LU 1 J 
+ oo CLAD = SMA 0 CHE) 
Wt 0 {AD). 站 一 1 2 ， Tn 一 上 
cai oN n=0,. ct 


Pot fy fTiAND=PIMEI, f+AD)=0,. Fit, 
1 AD—= ENGI)= n+ POM, fiw1, 
Pt. {+ADD1, NCt+AD= IN{(tI=#) 
pide mit o (Ct) 
= 1 CAs Ht oAD, n=0, 1 2 < 
具 阿 有 
2 Putt, +AD= 0 (CA) 
1 和 1 
其 中 当 #= 二 0 时 ， mI—{0, 1}, 当 # 六 0 时 有 =k 一 
]， #4 二 I》 综 上 可 知 ，{N(1)，ft 社 0) 为 可 列 状 态 生 
灭 计 程 ， 关 有 转移 密度 


ni = 2. 一 1 
Hs 二 
[ N=. ?+1. 
及 /MA 0 /9 系统 的 转移 密度 图 见 图 2-…?. 
: 23 由 附录 二 定理 7.9 知 ， 可 列 状 宕 生 严 过程 能 达到 统计 平 
衔 状态 的 充 要 条 件 为 


3 Celip ep 


国 2-7 


考虑 到 条 件 ” 2 rs<eo 等 价 于 条 件 》| ro<eo， 而 
如一 0 村 二 5 


py Pp 记 A A 
2 To 2 a 2 ( 玄 -) < 


! ; 如 
= R= 


等 价 于 /cu< 1 。 至 于 条 件 2 二 -一 类 似 可 证 其 等 从 于 条 


件 4Aep<s II。 符合 上 还 条 件 可 知 该 排队 系统 能 达到 统计 平 审 
状态 的 充 要 条 件 为 4 /cu4= ac<1。 当 该 条 件 满 足 时 ， 根 据 定 
理 7.10 绪 论 知 ， 有 队长 分 布 


Pa== To 人 i PD, 


AA” 
| el 2. 2 一 于 


[ ev n=6, Ci, 


Pm = 


oo es—1 oe 
2 
天 二 n= 着 一 了 


1 


re 


了 pa 本 p | 口 
由 QI 一 DAc) 


册 一 候 
2 系统 的 数字 特定 号 等 适时 间 分 布 
定理 2.5 在 M/AM/c / 吕 系 统 中 ， 设 P= 4A/ P= 4 /cH 


P.= SP, 则 当 P< 1 时， 有 
pp, (2.11} 


i=, L=L,+: 


证 明 当 系 统 达 到 统计 平衡 状态 时 〈 即 当 Po< 1 时 ), 考虑 玫 
仅 当 队长 N= nm 之 0c 时， 才 有 等 待 队 长 全,= 上 疡 9， 并 有 分 
布 列 


PON,= 8B) | Y Pa | Pe Por Po | 
| | 
于 是 ， 平 均等 竺 队长 有 

太一 spPCw R= Yap 中 kh OP 


息 二 站 忌 = 人 


让 = 
-人 -PTTer 
[5 [ 一 了 
显然 ， 计 算 了 ,= 2 kPar 要 比 直 接 计算 L= 2 np 
总 = 前 一 个 


了》 9%P. 来 得 简 便 , 因为 后 者 计算 时 需要 Pu 的 两 个 不 同 的 分 改 


+ 1838 ， 


表示 式 ， 而 前 者 则 不 需要 。 此 外 ， 考 起 到 当 系 统 达到 统计 平衡 款 
态 时 ， 单 位 时 间 进 入 (在 本 系统 内 即 为 到 达 ) 系统 的 平 均 原 客 数 
谱 与 单位 时 间 离 开 系 统 《由 于 服务 结束 而 离开 ) 的 平均 顾客 数 相 
笑 ， 前 者 为 ， 而 后 省 为 8* 上 ， 从 而 及 一 5+ 4 ， 于 是 可 和 沽 c= 
PP。 至 于 等 式 上 一 上 十 5 的 物理 意义 是 明显 的 ， 因 为 任何 时 刻 系 
统 的 队长 总 是 系统 内 的 等 符 队 长 与 正在 接受 服务 的 兢 客 数 〈 也 就 
是 忙 的 服务 员 个 数 ) 之 和 ， 固 而 其 期 望 值 当然 也 应 相等 。 口 
定理 2.6 当 A/es< 1 条件 浅 是 时 ，jM/M/ 6 /co 系统 在 进入 
统计 平衡 状态 后 ， 每 一 顾客 在 系统 中 的 等 待 时 间 7 ,有 分 布 范 数 


[= PIC)=1— pe oe {30 
并 有 
E (TIN pr (2.12) 


EC(T)=W=W,+ 
证 明 当 了 一 0 时 ， 利 用 (2.10) 式 可 得 
Be(0)-PG=0)=-PONS<e-1)=-1- 多 -SP 


Dp ym Pp, 
=1-P. 2 Ce 171-p, 
当 ?六 0 时 ， 顾客 的 等 待 时 间 了 ,与 该 左 容 到 达 系 统 时 的 系统 队长 
有 关 ， 车 系统 号 共计 二 #1 之 5 ， 则 了 ,= 90。 车 入 二 WH 之 cc ， 则 由 
于 服务 机 构 采 用 并 行 服务 的 方式 ， 因 而 该 顾客 必须 畦 待 服务 机 构 


党 成 2 一 6 十 1 个 顾客 的 服务 后 方 能 进入 了 务 ， 于 是 有 
WAI)= PIAEt)=PT,=0)+P(O0 <TA 1) 


WO0)+ 2 PPTAE HIN=n) 


2 


WO)+ DY PPOT 十 条 十 十 于 ) 


上 二 


* 136 :« 


共 中 邓 ! 表 示 自 新 疗 客 到 过 时 记号 该 排队 系统 的 第 上 个 输出 问 隔 。 

下 面 我 们 来 研究 /的 窒 率 特性 ， 由 于 当 系 统 队 长 N= #2 Bc 呆 ， 
所 有 艰 务 台 均 处 于 连续 繁忙 时 期 ， 注 意 刘 每 - -服务 合 对 短 一 兢 客 
共有 相互 独立 的 负 指 数 服 务 时 间 ， 固 而 每 一 服务 台 的 箱 出 流 ， 册 
附录 二 定理 ?7.6 知 可 着 作 参 禾 为 4 的 Poisson 流 。 且 山 于 服务 时 间 
的 林 互 独立 性 ， 从 而 使 该 排队 系统 的 输出 流 可 看 作为 这 个 相互 
独立 丹参 数 为 站 的 Doisson 流 的 这 可， 因而 由 定理 ?7.8 知 是 一 个 参 
数 为 c4 的 Poisson 流 ， 再 次 利用 竹 出 注 是 Poisson 流 的 特性 ， 易 知 
答 出 问 陋 宁 ,， 字 ，…， 字 ,相互 独立 ， 并 均 服 从 参数 为 on 的 尔 

mr-erl 


指数 分 布 ， 从 而 知 这 "一 c + 工 个 输出 同 睛 之 和 》: 主 , 骤 估 
[f= 


1 


参数 为 cr 的 下 一 二 1] 阶 和 ranr 分 布 。 
于 年 有 


站 十 二 二 1) 


A 1 HOCHXI™” Lens 
" |, re dx 


一 -— 1 一 此 


站 
和 
0 时 
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合并 可 得 上 4 时 有 
Ds -tp 
Wt 1)= 1 -T=p.e [a 
出 上 式 ， 即 调 求 得 平均 等 待 时 间 
9 一 已。 + = Cl = 
we (iared t= Ts, fde 2 


也， 
”epRCT — po 
由 于 每 一 个 展 客 的 近 留 时间 工 = 了 ,十 让,， 故 其 期 望 信 有 


W=W,+E (天 =WV ,+ 一。 


8， 应 用 

例 2.3 某 大 城市 的 计算 中 心 希 购买 计算 机 ， 有 两 个 方 案 可 
供 选 择 : 

方案 甲 ” 购 买 一 台大 型 机 全 中 使 用 . 

方案 乙 ” 购买 4 合 小 型 (或 微型 机 分 散 使 用 分散 使 用 的 
合 头 可 认为 是 将 原来 大 型 机 的 用 户 平 均 分 给 # 各 小 型 机 。 因 而 车 
设 到 法 大 型 机 的 顾客 流 基 平均 到 达 率 为 4 的 Poisson 流 则 到达 
每 台 小 型 机 的 硕 客 流 仍 可 君 作 Poisson 流 ， 但 平均 到达 率 为 
A/n). 

若 广 大 、 小 型 机 对 每 个 用 户 的 服务 时 间 均 服从 负 指 数 分 布 ， 


但 大 型 机 平均 服务 率 为 上 ， 小 型 机 为 一 ,并 设 4/4 < 1 。 试 问 


在 两 个 方案 费用 基本 接近 的 情况 下 ， 频 选择 哪 一 种 方案 为 好 ? 

解 ” 设 大 型 机 系统 为 排队 系统 工 ， 和 台 小 塑 机 构成 的 系统 为 
排队 系统 I， 则 系统 工 为 M/MI 1 /中 系统 ， 平 均 到 达 率 和 一 4， 
平均 服务 率 4, = 4 。 系 统 I 由 rn 个 M/AM/ 1 /oo 子 系 统 构成 ， 其 
中 每 个 子 系统 的 平均 到 达 率 4 二 4/ # ， 平 均 服 务 率 上 态 二 HA/n。 注 
意 到 系统 荆 的 利用 率 P, 与 系统 了 的 利用 率 0 有 有 Pi 一 P= 4A/4< 
1， 故 可 利用 (2.11) 式 与 (2.12) 式 得 表 2-6。 观 察 表 2-65 可 
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口 


知 ， 系 统 工 的 平均 等 待 队 长 ， 每 个 顾客 在 系统 中 的 平均 逗留 时 间 
以 及 于 均等 待 时 间 均 为 系统 [I 的 二 售 ， 显 然 系 统 下 的 服务 效率 低 
于 系统 ] 的 服务 效率 ， 故 应 采用 方案 甲 。 


囊 ?-5 
指标 L L, HW | a 
总 wl | 1 1S | pr | ep 
入 | 每 个 子 隶 统 | 了 | i | ny i , 
人 i 
| ] 1 | | Btn | FiT PS 


例 2.4 球 类 比赛 前 来 到 体育 馆 告 票 口 买 票 的 观众 为 Piisson 
流 ， 正 均 每 分 钟 到 1 人 。 该 尼 票 口 对 每 个 观 你 的 售票 时 间 服 所 负 
指数 分 布 ， 每 张 票 的 于 均 货 票 时 间 为 20 秒 钟 ， 试 间 ， (417 如 和 有 
一 球 兴 于 开赛 前 2 分 钙 到 达 焦 票 口 ， 并 设 买 票 后 沿 需 1.5 分钟 计 
能 找到 座位 ， 求 该 球迷 在 比赛 开始 前 找到 座位 的 往 率 。(!2 3 车 
该 球 痊 希 碾 有 99 哆 的 把 操 在 比赛 开始 前 找到 座位 ， 则 他 最 退 点 拱 
前 沁 少 分 钟 到 达 售 票 口 ? 

解 ” 若 将 体育 馆 售 票 系统 看 作 一 排队 系统 ， 则 由 题 意 知 为 
1H/AM/1 /系统 。 且 该 系统 的 平均 到 达 率 4 一 1 人 /分 ， 平 均 服 


务 叶 问 一 一 = 村- 分/ 人， 即 一下-， 从 而 知 该 系统 能 达到 统 
计 平衡 状态 ， 


(1)》 著 褒 系 苞 达 到 统计 平衡 状态 后 ， 每 一 球迷 在 售票 口 前 
的 扣留 时 间 为 了， 等 待 时 间 为 了 ,，， 注 意 到 厂 一 了 十 ,及 2.12 式 ， 
容易 求 得 了 的 分 布 函 数 为 C1)=P(TE1)=1 一 ea 
六 0。 其 易 知 球迷 在 比赛 开始 前 能 找到 座位 的 充 要 条 件 为 TT 去 
909.5 分 因而 有 
万 (7 0 一 ] —e!=0.6321 


C2) 向 俯 已 (7T< 1 四 0.99， 应 有 em0.01， 可 解 得 1 一 
32.3026 分 ， 即 需 提 前 3.8026 分 到 达 。 


四) Little 公式 概要 


观察 MA ec /ee 系统 的 《2,11) 与 《2.12) 式 容易 得 扼 , 当 
系统 达到 统计 平衡 状态 后 ， 系 统 中 枉 一 时 刻 的 平 斑 队长 L、 平 均 
等 等 队长 与 每 一 万 客 在 系统 中 鸭 平 均 巡 留 时 间 达 、 平 均 畦 得 时 
闻 厂 ,有 关系 式 

LL=Adr 

,= (2,13) 
其 中 表示 单位 时 间 进 入 系统 的 平均 顾客 数 。 (2.137 式 称 
为 Little 公 式 ， 其 成 立 的 范围 远 不 止 人 /Mj e /oo 录 统 (事实 上 
在 M/M/e /Ek 及 M/G/1 /2 系统 中 ， 读 公式 亦 成 立 ) 它 是 由 
Little 首 先 发 现 并 给 出 有 关 和 假设 共性 及 证 明 的 。 自 Littie 的 论 交 发 
未 后 ， 一 些 排 耻 论 学 考 从 各 种 不 司 的 角度 给 出 了 上 述 公 式 碳 立 的 
条 人 忻 及 其 证 明 。 然 而 考虑 到 这 些 证 明 有 些 比 较 宛 长 复杂 ， 有 的 沿 
有 和 争议， 为 此 ， 下 面 我 们 公共 出 一 个 Little 公 式 成 立 的 直观 
说 明 

若 放 Mtf)，Qft) 分 别 表示 在 《0n，+D] 内 进入 系统 的 顾 
窜 数 与 从 系统 中 离 去 的 央 客 数 ，NC 1 表示 1 时 蓝 系 统 的 顾客 
产 ， 列 对 仔 一 时 刻 +， 总 有 NC1) 二 MC(1) 一 Q(t)。 我 们 用 图 
2-8 中 的 两 条 阶梯 形 曲 线 来 分 别 表 示 到 达 过 程 {MC1)，+ 守 >0} 
与 离 去 过 程 1QTf TH )， 上 之 0 的 样本 函数 ， 则 由 羡 2 -8 可知， 两 
条 阶梯 形 曲 线 所 国 的 阴影 面积 5 可 看 作 若干 个 小 长 方 条 面积 的 黑 
加 和 ， 其 中 自 左 向 右 数 第 i 个 小 长 方 条 【〔 结 形 ) 的 亡 愉 为 第 ;个 
至 达 系 统 的 顾客 在 系统 中 的 扣留 时 间 了 ;/， 而 高 均 为 1 ， 即 有 二 


2) ‘Tx 1)= 2 于 是 这 西 条 阶梯 形 曲线 在 (0 ， 1 范围 内 


所 围 的 困 影 面积 就 是 在 《0 ， 1 2 时间 区 间 内 进入 系统 的 备 顾 客 
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在 系 颖 中 逗留 时 间 的 总和 sw= 》, Ti, 

另 一 方面 ， 由 积分 性质 策 ， 在 时 间 间 山 【〔0 ， 1 内 每 -- 时 
则 采 名 大 平 鸭 轴 省 攻 为 

NCs)qds= 下 -人 {在 (0， 1 范围 内 阶梯 形 贡 
线 记 用 因 影 面积 } 


其 中 和 号 号 仪 对 在 《0 。 1 内 进入 系统 之 各 顾客 的 有 逗留 时 间 时 
加，4. 表 示 单 位 时 间 内 进入 系统 的 平均 顾客 数 。 由 于 2 了 , 表示 
在 《0，+) 肉 进入 系统 各 顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 总 和 ， 玉 4 


2 


圾 示 在 〈0 ，T] 府 进入 系统 的 硕 客 数 ， 风 表示 在 (人 0， 


i 内 站 入 灯 统 的 每 一 颁 客 在 条 统 中 的 平均 到 全 二 间 六 于 是 上 
式 又 可 改写 为 


i 
世 一 2 所 Aoi i= 


| 


为 了 考察 系统 在 统计 平衡 状态 下 的 性 质 ， 我 们 对 了 上 式 两 庙 分 : 天 了 
极限 1 oo， 并 设 极限 = iim ZL T= iim 丈 在 某 种 罚 计 


© 下 存在 ， 则 可 得 上 一 YX.、 如 果 将 图 2-8 中 的 QC1) 与 六 -ti 
分 如 用 RC 1) 与 让) 代 畦 ,其 中 R(t) 表示 在 (0， 
向 各 内 启 并 肥 统 各 了 加 到 控 受 良和 泗 的 顾客 装 ， 而 训 .i1 计 
示 4 果 刻 系统 中 的 等 .和 桂 民 容 数 ，1 时 等 得 可 得 
As 


CC 


图 33 


Littte 公 式 的 重要 意义 在 于 它 给 出 了 在 很 多 排 中 系统 中 人 们 
所 关心 音 玛 仿 数 量 指标 工 ， 工 。， 不 ， 丈 之 间 存 在 着 的 有 机 联 系 ， 
注意 到 通常 我 们 有 关系 式 

We Ew), L=Lt+e 

综合 上 述 两 式 和 “(2.13) 两 式 则 不 难 发 现 ， 具 要 求 得 5《 在 统 计 
平 衔 状 态 下 任 一 时 刻 ， 系 统 忙 的 服务 员 平均 数 ) 和 ELV (通常 
1, 的 概率 分 布 是 已 知 的 )， 网 工 ， 工 。， 玉 ， 球 ,四 个 指标 中 只 要 任 
知 其 一 ， 其 他 三 个 指标 就 立即 可 求 得 ， 这 就 天 大 地 方便 了 很 多 排 
队 系 统 的 求解 ， 


§ 2.3 Poisson 排队 系统 (二 》 


MM/MAC /RR 和 /AMA 6 /名 是 Poisson 排 队 系 统 中 的 相 本 模 
型 ， 其 基本 特点 除 输入 为 Poisson 流 、 服 务 为 负 指 数 分 布 外 、 其 
排队 与 服务 采用 串 行 排队 ， 并 种 硼 务 和 先 来 先 服 务 规 则 进行 工 
作 、 显 然 ， 这 种 方式 在 日 常生 话 和 工作 中 是 常见 的 。 然 而 随 着 排 
队 论 永 用 范围 的 不 断 拓 广 ， 尤 其 是 排队 论 在 计算 机 系统 、 通 信 系 
统 、 交 通 运输 系统 以 及 军事 作战 系统 中 的 广泛 应 用 ， 由 于 这 些 系 
* 了 42 * 


芭 . 声 理 背景 的 特 珠 性 ， 册 理 了 女儿 与 前 述 系 纺 吝 显著 不 癌 的 入 串 
排队 系统 ， 吉 沦 先 权 排 中 系统 ， 婴 并 联 或 网 络 结 构 的 扒 队 汉 :证 
车 人 隆 源 排队 系统 ， 有 有 限 等 待 时 间 料 排队 系统 及 各 种 反馈 规 虽 此 才 
省 排队 系统 千 等 。 本 节 仅 选择 其 中 的 部 分 肉 容 来 介绍 它们 铭 浊 阿 
是 的 基本 思想 与 方法 ， 

从 方法 论 的 观点 来 看 ，$ 3.2 采用 的 油分 方程 法 和 和 后天 过程 
法 是 读者 所 熟悉 的 ， 但 为 了 使 读者 对 排队 论 的 近代 分 析 方 法 让 所 
了 和 解 ， 在 本 节 系 统 求解 中 ， 我 们 将 采用 殉 为 有 效 的 马 针 过程 法 ;， 
有 半 马 氏 过 程 理 论 的 介绍 见 内 到 二 

为 了 求解 问题 的 方便 ， 下 面 先 介绍 一 个 有 广泛 应 用 价值 的 原 
理 -- 概 率 守 恒 原 理 


(一) 概率 守恒 原理 


定理 2.7 设 半 r 一 {C1)，# 伍 T} 为 具有 有 限 状 态 空 间 的 
齐 次 马 氏 过 程 ， 状 态 空间 了 ={0，1,，…， ee 
阵 为 Q 一 (守门 本 ivEii， 洲 忌 zr 的 所 有 状态 互通 ， 则 让 7 的 平稳 介子 
4P)， 了 伺 了 必 存 在 ， 并 满足 方程 组 


», Pigis= 2 三 gs 1 和 了 (2.14) 
i ba 
jEI 上 司 了 


证 明 ”由 附录 二 定理 7.1+ 及 题 设 关 、 该 马 氏 过 程 些 存在 下 稳 
分 布 P= lim P(x (1)= 1), > P= 1， 县 平稳 分 布 记 满 
me jEI 
中 
Pg ™ > Pigrs 站 和 了 《2.15) 
a, 
<! 


由 于 Xv 为 有 限 状 态 的 齐 次 马 民 过 程 , 故 六 7 必 满足 关系 式 2 qn 
= 6 或 
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Gr = gis TEI [2.1 的 


用 ne 


了 
了 
让 《2.167 代入 (2,15), 加 可 得 《2.1347。 口 
下 而 来 说 明 (32,14)》 式 的 释 率 含义， 注意 到 (2.14 左 端 和 
趟 内 的 每 一 项 Pigi1 均 可 写 扬 


P(XCt +HAD TIXCI)E 1) 
A 


天 ;一 Tim P(X 一 站 lim 
toe A 


下 (下 (一 了 天 (十 < 和 二 了) 
< 


它 袁 示 在 达到 统计 平衡 状态 〈 上 一 22) 后 的 任 一 时 刻 # ， 系 统 从 
状态 工 转 移 到 共 他 状态 / 的 转移 速率 。 类 位 地 〈2.141 式 右 端 和 
式 内 的 每 一 项 Pet 表示 在 达到 统计 平衡 状态 后 的 任 一 时 刘 站， 系 
统 从 其 他 状态 & 转移 到 状态 i 的 转移 速率 。 于 是 〈3.14) 式 表述 
了 在 系统 进入 统计 平衡 状态 后 的 任 一 时 刻 + ， 对 于 系统 的 每 一 状 
态 i(1i 记 1) 而 言 ， 有 等 式 

系统 自 状 态 i 离开 的 转移 速率 和 = 系统 进入 状态 了 的 转移 速 
率 税 

上 述 等 式 称 为 概率 守重 原理 。 概 率 守 醒 原理 与 物理 学 中 的 基 
尔 霍 夫 定律 是 极其 碍 仿 的 。 后 者 说 明 ， 当 电流 达到 恒 稳 状 态 时 ， 
对 于 电路 网 络 的 每 一 节点 了 而 言 ， 在 任 一 时 肇 流 入 节点 工 的 电流 
怠 度 ( 速 窗 ) 和 竺 于 自 了 波山 的 电流 强 麻利 。 

一 个 在 限 状 态 齐 次 蕊 氏 过 程 六 7 二 {XCH)，1 人 TT} 经 验证 
得 知 能 达到 统计 平衡 状态 时 ， 则 利用 上 还 概率 守恒 原理 很 易 求 出 
其 平稳 分 布 {P)，7 写 了 }， 作 法 如 下 : 

(1 求 出 了 yz 的 转移 密度 矩阵 鸟 王 C91)， 其 中 


PyleAt) Pt 0) 
A 


Qi 一 liim 
A 
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在 … 般 应 用 系统 中 ， 这 往往 是 很 容易 得 到 的 。 然 后 ， 亚 出 其 对 应 
的 转移 密度 图 。 

(2 在 转移 密度 图 中 ， 对 于 每 一 个 选 定 的 状态 i 观察 其 流 
全 己 深 出 了 的 密度 及 其 状 滩 ， 并 根据 概 素 守 伍 原 理 ， 写 出 该 状 
态 应 淇 是 的 剖 态 方程 

> 天 :一 时 Prdrr 
了 5 下 
了 后 EE 

1) 售 浴 观察 状态 空间 了 中 的 和 餐 一 状态 并 按照 (23) 
的 方法 乏 信 写 册 其 庶 请 足 的 稳 态 方程 ,从 而 可 得 到 方程 组 
【2.14， 


《4 求解 如 方程 组 ， 即 可 得 平稳 分 布 {P/，j 亡 了 } 


«1 
En Prg 一 > i RORin 了 
了 天 Rei 
7 二 了 


例 2.5 设 章 次 马 氏 过 程 了 7z 二 {Cf)，#EET}， 有 状态 空 
间 7 一 0，1，2) 及 转移 密度 图 23-9， 试 求 其 统计 平衡 解 
(其 中 1 人 0，RD0 

解 由 多 条 ， go 二 外 0， 
ee 一 ! 0,， 故 状 凑 0 与 1 瑟 
通 ， 类 似 可 指 了 的 所 有 状态 互 
齐 次 下 氏 过 程 ， 其 平稳 分 布 应 存 
在 。 下 面 观 察 图 2-9 中 的 每 一 图 ?9 
状态 0，1，2 。 依 次 运用 概率 守 便 原理 ， 可 非得 下 列 的 关 分 方 
程 组 
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A 一 
+) 让- 人 
CA+ADP,=AP, Tu, 


uPs= -全 P+ AP, 


将 上 述 方程 组 与 正规 化 条 件 “》 P= 1 联 立 ， 可 解 得 


f=0 


P= 
Pe-[ 雪 + 和 ( 太 ) ] 


{二 ) 具有 消失 制 的 成 批 到 达 排 队 系 统 


考虑 一 个 导 史 YM /47/4 系统 ， 它 有 如 下 特性 ，( 1)】 顾客 的 相 
继 到 达 时 间 间 隔 r，zra，…，r… 独 立 同 负 指 数 分 布 ， 百 (ro) 一 
1/4，4 盖 0， 但 在 每 一 到 达 时 肇 来 的 不 是 一 个 顾客 ， 而 是 一 批 
顾客 (其 中 每 批 均 为 两 个 顾客 ). 《2 ) 对 每 信 顾 客 前 服务 时 间 pv 
D020， Do 独立 同 负 指数 分 布 ， 五 (oa 一 IAA， 天 人 0 (3 和 
个 服务 员 ， 顾 客 到 达 后 排 成 一 列 ， 按 照 先 求 先 服 务 的 原则 并 行 实 
施 服务 ， 同 批 到 达 的 顾客 可 任意 指定 先后 。( 4) 系统 容量 为 4， 
即 无 等 竺 空间 ， 因 此 顾客 到 达 时 、 若 得 下 到 服务 均 将 自动 消失 。 
(5 》 到 和 达 过 程 {rs，m 一 1，2，…)} 与 服务 过 程 too，m 二 1， 
2 ，… 相互 独 立 。 

上 述 系 统 是 有 物理 背景 的 ， 秽 如 我 们 考察 一 个 由 4 座 防 空 起 
丹 组 成 的 防空 系统 。 每 座 防 空 武器 均 有 一 定 战斗 锤 能， 可 以 射击 
一 定 飞 行 元 床上 的 空中 目标 ， 且 癌 一 时 间 内 只 能 射击 各 自 瞄 准 的 
一 个 目标 。 而 区 机 以 机 群 方式 实施 空袭 ， 机 群 到 达 流 为 Peissea 


”了 4 ， 


济 ， 空 玲 密 度 为 1， 每 批 机 群 均 为 两 架 。 每 座 防 空 武器 对 目标 的 
发 射 时 间 均 服从 负 指 数 分 布 ， 平 均 发 射 率 为 。 且 每 内 武 器 射 击 
后 能 市 落 目 标的 概率 为 P (> 0)、 显 然 ， 上 述 防 空 系统 即 为 一 个 
MfM /44/4 系统。 为 了 衡 量 该 


系统 的 性 能 好 坏 ， 人 们 通常 要 让 ， 
算 该 防空 系统 的 两 个 效率 指标 pa 
政 机 的 突 防 概率 及 被 击落 政 机 的 。《@) OO (0 

平 均 数 和 二 Ba 3 于 


为 解决 上 述 癌 题 ， 可 设 
N( + 表示 革 时 刻 系 统 的 顾客 数 
《T 时刻 进入 防区 的 司机 数 ) 。 易 知 {WCrt7，+ 空 0) 为 有 四 状 
浴 齐 次 马 氏 过 程 ， 状 态 空间 了 一 {0，1，2 ，3，。4}， 并 有 转 
移 密 度 图 2-10, 且 所 有 状态 互通 。 因 而 这 是 一 个 不 可 约 的 有 限 状 
态 齐 葡 蕊 氏 过 程 ， 故 其 平稳 分 布 恒 看 在 ， 即 有 


lim PNCIDO= 1)=P>0, 1 EI 


4 
31 Pl 
二 站 
出 概率 守恒 原理 及 图 2-10 可 写 出 其 稳 态 方程 组 
,一 此 六 
(A+ HIP 20P, 
(A +2n P= AP, + uP, 
| 4 + aD P= AP duP, 
| dn P= ACP,+ DP,) 


时 


3 Pi= 1 


f= 
车 臣 44 二 4 批 / 分 ，# = 二 23 架 /分 ， 呈 一 0.8 代 入 上 述 方 程 组 ， 
则 得 


访 10 


" 1d7 +» 


Pus 一 Pi 一 -7 m0 . 2653 


下 
平均 击落 敌 机 架 数 一 LxP=P 》) snP,=0.8x 2.453 ~ 


月 一 站 


2 架 


‘三 ) 具有 串 、 并 联 服务 结 神 形式 的 有 限 源 优先 排 
了 以 系统 


考 虚 一 个 有 具有 如 下 服务 结构 形式 的 有 限 滨 排队 系统 ， 它 具有 
下 述 特性 ，( 1 ) 系 统 内 有 mm 个 顾客 , 每 个 顾客 均 有 一 定 的 优 操 级 ， 
其 优先 级 为 1 ，2 ，…， 出 。 每 个 顾客 需 御 环 反复 屯 接 受 二 级 帅 
联 服 务 “ 即 每 一 顾客 在 完成 I 级 服务 后 将 进 41 级 服务 站， 当 
完成 I 级 服务 后 又 将 回 到 级 接受 也 务 ， 如 挝 往返 人 循环 ). (2)1 
级 上 服务 站 无 等 竺 空间， 但 有 普 个 服务 员 并 行 服务 ， 县 第 ;个 服务 
员 只 能 对 第 奔 个 忱 先 级 前 顾客 服务 ， 其 服务 时 间 服 从 参数 为 
CC> 0) 的 负 指 数 分 布 ， = 二 1，2，…， mm} T 级 腿 务 站 仅 
有 一 个 服务 员 ， 但 有 亚 一 1 个 等 待 座位 。 到 达 下 级 服务 台 的 顾客 
按 其 优先 级 天 小 顺序 排 成 一 列 ， 接 受 非 强占 型 优先 祝 服 务 ， 服 务 
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国光 服从 参数 为 站 (> 0 和) 的 负 指 数 今 布 。 上 速 腿 务 的 2 二 
-TS 工 级 服务 站 对 各 顾 洛 沿 服 务 漂 间 ，、， 下 经 要 专 靖 
”的 展 务 性 问 以 及 项 组 服务 之 问 均 相 所 独立 。 


上 述 排队 系统 的 物理 背景 是 一 个 多 微机 处 理 系统 。， 访 系 续 由 
六 个 微 处 理 机 、 一 条 总 线 及 一 个 公共 存 贮 器 构成 。 第 i 个 芝 针 型 


七 
机 对 苇 自 身 志 用 内 在 的 椒 理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ， 平 拘 丰 让 让 所 
为 175， 一 1，2，…， 二 。 近 沪 处 理 机 对 专用 上 内存 完 上 个 
和 负 措 煞 分 布 称 理 时 间 后 ， 就 需 通 过 总 线 去 访问 公共 内 存 ， 半 这 
第 主 个 微 处 理 机 对 公共 内 存 访 阿 的 优先 级 别 仍 为 地， 出 当 其 节 强 
沪 间 公共 内 存 时 ， 若 公共 内 认 已 有 其 他 微 处 理 机 占用 ， 该 微 处 理 
村 就 将 按照 优 洁 级 别 顺 序 排队 ， 并 按 受 非 强 占 型 服务 ， 而 一 且 完 
或 了 对 公共 内 存 的 访问 后 ， 它 又 将 开始 对 自身 的 专用 内 存 科 性， 
如 些 往复 循环 ……。 此 让 一 般 来 说 各 处 理 机 对 各 自 的 专用 内 存 处 
时 时 间 、 对 公共 内 存 访 问 时 间 改 及 两 者 之 间 均 相互 独立 。 

为 了 衡量 上 述 多 微 姓 理 机 系统 的 性 能 优 汗 ， 太 们 通常 要 六 筷 
-该 系统 的 处 理 能 力 4， 其 中 4 表示 工 级 了 服务 站 的 平均 队长 让 理 
专用 内 存 的 平均 处 理 机 数 )- 下面 我 们 仅 就 站 天 二 及 下 一 3 来 分 强 
计算 该 系 统 的 处 理 能 力 4， 

当 术 一 2 时 ， 可 设 N(I)==( 7 了， 了 ), 其 中 站 表示 tf 刘 下 
在 贸 受 I 级 服务 的 顾客 序号 {正在 访问 公共 内 存 的 仁 这 下 家 
-至 导 ) 了 表示 1 时 刻 正 在 于 级 排队 的 微 椒 理 机 序号 、 若 1 一 《或 
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了 一 0， 则 分 别 表示 1 级 空 或 工 级 无 排队 。 容 易 看 出 1 NICtD)， 

1 守 0} 是 一 个 有 限 状 态 的 齐 次 蕊 氏 过 程 ， 有 状态 空间 了 一 14(0， 
0)，(1，0)， {2，0),， (1，2),，(2。 1)}。 根据 题 意 可 
入 计算 出 转移 密度 g,;， 并 得 到 转移 密度 图 2~12 。 注 意 到 该 过 程 
的 扬 有 状态 互通 ， 因 而 是 不 可 约 的 有 限 状 态 齐 次 马 氏 过 程 ， 其 统 
让 平衡 解 必 奔 在 ， 即 有 


图 3-13 


lim PONCH)=CE, 7) 一 Po (#, 1)ET 


P= 1 
ti: ET 


由 转移 密度 图 2-12 及 概率 守恒 原理 ， 容 易 列 出 下 述 稳 态 方 程 组 。 
将 其 与 正规 化 条 性 联 立 有 
| tad + A Poo = HP ti Py 
CH + A P= A Pao t HP, 
CU 十 下) 一 Po 十 HP 
HPs= daPus 
HP = A Py 
Peot Pot Pot Pt P= 1 
求解 上 述 方程 组 ， 可 得 系统 处 理 能 力 
A= 23 —CPwt+Pat 2 CPuat+ Pn)) 
其 中 方 插 号 内 的 四 项 之 和 等 于 正在 访问 公共 内 存 及 排队 等 待 的 平 
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均 处 理 机 数 。 

当 妇 一 3 了 时 ， 可 设 交 CC 一 [人 了， 下 ) ,其 中 1 的 含 六 与 
前 同 ， 3 表示 时刻 按 优先 级 别 高 低 顺 序 排列 时 ， 排 在 等 待 队 列 
首位 的 微 处 理 各 序号， 上 表示 排 在 等 待 傣 列 第 二 位 的 微 处 理 机 序 
号 。 则 现 理 可知，{NYITf)， 了 320)} 为 不 可 约 有 限 状 态 齐 次 马 
氏 过 程 ， 其 状态 空间 了 一 (0，0，0)r1，0，0),(2，0， 
0)(3，0，0)(1，2，0) (2，3，071，3，0)， 
{2, 1 ,C8 2, 0), C3, 1, 0),(1, 2, 3),.2, 
1，32,《3，1，2)}， 其 转移 密度 图 见 2-13 。 


图 2-13 


济 用 概率 守重 原理 及 图 2-13 容易 列 上 出 稳 态 概率 Po 所 满足 的 
(二 和 二 4s) Po 一 AP 二 AP 二 AP 

{heat Ast HYIP w= Po tt HP t+ Poo 

(htt HIPso= dPros HD ot LPs 

| Ct P00 = dPone iPoy tt LPso 

(CAs 十 可 五 1 加 一 让 局 + HAPs 

《和 十 HI Psso— hsPsnt HPs 


ba 
Ct 
= 


i 
(十 Ben = A a0 
Ch Par = jaP yon 
| Chs+ Hy Pon = A Pa 
{EPsa = df tet MP an 
‘HPs = A Pos + Ass 
HPss = A Pst hs Pas 


其 中 
Pi,1,* = lim PIN(C HY)=(i, 了 ， ky)) 
1 0 


加 上 正和 现 作 条 性 后 求解 ， 即 可 得 到 系统 的 处 理 施 
A= 3 —CCPvot Pavot ao0) + 2 CPis" Le 
二 Ply Poe Pyto +t Psso) 十 3 CPiog F770:8 Fae} 


‘四 ) 具有 有 限 等 待 时 间 制 的 掉队 系统 

考 虚 一 个 具有 限 等 待 时 间 删 的 MM/M /eioo 玫 了 引 系 统 ， 它 具有 
如 下 特 广 ; ( 1 ) 绩 安 到 达 过 程 {MC1)，+ 半 $8) 为 Poisson 流 ， 
平均 吧 达 率 为 4，2 六 0。(2) 鸡 丢 个 顾 容 的 服务 时 间 1、 
oo 为 独立 后 俩 指数 分 布 ， 平均 服 务 上 时间 五 fo 一 17 
站 0。.(3) 和 到达 着 窜 排 成 一 列 ， 按 照 先 来 先入 务 的 原则 ,接地 
c 个 服务 员 的 并 行 服务 ，( 4) 等 等 队列 中 的 笃 个 赃 寄 其 最 去 
容许 等 待 时 间 z，za，…，z2… 为 独立 同 负 指数 分 布 ， 吾 (em) 二 
17，7 六 0。 其 中 z; 表示 第 ?个 到 达 系 统 的 吗 闻 和 福 需 要 排队 每 
待 写 的 最 六 容 许 等 竺 时间， 凤 当 实际 等 待 时 间 壕 到 zi 时 ， 访 有 陈 襄 
将 自动 广 去 ， 永 不 再 来 。( 5 ) 系统 容量 为 ce。(6) 到 这 过 程 
MC?1)，+t 六 0}， 服 务 过 程 人 0,，# 二 1 ，2，-…) 与 最 大 允许 
适 待 过 程 {2o， 1 二 1] ，2，…-} 相 互 独 立 。 上 汶 系 统 的 结构 见 吕 


土 述 系 续 的 物理 此 景 是 一 个 由 呈 部 相互 独立 的 侦察 返 收 条 爸 


拉 


人 


有， 其 主 划 任务 是 堆 碟 与 分 析 琶 方志 达 和 信号， 前 这 闻 
谍 而 ， 芝 方 疾 达 信和 号 的 开 汉 流 《] 虹 党 到 过 流 ) 可 理想 志 认 也 起 
Poisson 流 ， 半 均 到 达 率 为 4 闻 0。 而 生生 i 道 按 收 机 对 到 大 外 过 
信号 的 处 理 服务) 型 问 V1，96 tw 为 独立 同 负 指 型 
分 在 ， 平 均 服 务 京 为 8 沁 0。 此 和 贫 被 全 察 的 敌 雷 达 信 号 的 连续 工 
作 计 问 z， … 为 独立 司 负 指数 分 布 ， 五 1 一 1 下 
”> ， 当 每 -- 信 雷达 信号 连续 工作 涉 京 树 仍 未 被 作案 这 监 们 去 
理 ! 求 得 :到 小 条 了 出 该 雷达 信号 【是 客 ) 将 请 拓 。 

汝 了 衔 定 上述 系统 的 性 能 仿 劣 ， 人 人们 通 兴 全 束 各 总 统 的 ; 宇 访 . 
概率 与 系统 寡 二 OS 信号 的 平 询 数 ), 为 此 ， 可 设 
NCfD= 富家 示 + 村 刻 系统 有 六 个 服务 全 《 信 绎 氛 收 和 机; 正 : 筷 入 
行 乳 务 , 还 有 5 一 i 个 服务 各 处 于 底 闻 ， 态 。 NC1)=c+h. 
一 1，2，… 则 表示 除 所 有 个 服务 台 雹 在 工作 外 还 有 上 个 信 
号 (三 客 ) 处 于 等 苇 服 务 的 状态 。 考 认定 NC(90) 一 9， 则 易 证 
{Vit 7 t 六 } 为 其 有 西 列 状 态 的 生 严 过 和 各，7 = 二 10，1， 
2 ，…"})， 并 有 状态 转移 四 2-15 。 


OD TID 


eins CR rrr > cpt AID cd-pr Et 上 1 


登 易 类 断 计 任 全 ZZ 这 ?六 0 涝 中 条 信 


*” 1133 * 


2 To, 2 ir” 


由 至 由 
洪 中 mm 一 1， 
1 -二 = . 
1 ( a + 关 ls 2， s 全 
光一 -4 ， 站 二 1 十 3， 和 
el rr TT (cit jr) 
1=1 


导 而 该 生 灭 过 程 统计 平 奖 解 存在 ， 并 容易 求 得 其 各 态 概 率 为 


P- 记 (4) Py r=1, 2, ' © 


>》 a (和 ) + -和 


ol 由 TT 《em 十 jp) 


站 了 + 
cr 
| Pan= 4 Po R=1, By 
| ee TE Gur) 
' jf=1 
! 
| 
和 


i= 1 
著 设 人 一 P， 一 一 B， 二 -P=P,， 则 有 
Pp.—#P, Rly 2, ''*, 0 
站 
Px=P, 和 天 二 上 一 1， 2 ， ™ 
TT te +76) 
j=1 
1 
Pm 
Fed 站 59 站 
2 如 | 十 2 办 


考虑 到 在 统计 平衡 状态 下 ， 任 一 时 蓝 系 统 的 平均 等 待 队长 为 


PT Se o: Do* 
Lo 2 kp = 2 hy Po 
和 和 TT Ce +i8) 
1=1 
Do 年 
= khP, -一 一 一 


其 中 
cm Pp 六 pt 
P= 2 #1 cl 2) 
"7 *-1 TI Ce +i8) 
了 二 了 
4 =_ 
一 
平均 忙 的 服务 员 个 数 为 
-1 Ce 
5 一 ») 下 天 十 已 >) bp, 
n=1 HR 
系统 的 遗 小 概率 Pa 定义 为 
pp -单位 时 间 内 离开 等 特 队 列 简 消失 的 平均 信和 号 数 
章 位 时 间 内 和 入 系统 的 平均 从 和 导数 
_ di 
A 


系统 的 容量 9 定义 为 单位 时 间 被 服务 信号 的 平均 数 
9 =Ai(1—Pa) = 


《五 ) 服务 速率 依赖 于 队长 的 排队 系统 


考虑 -- 个 服务 速率 依赖 于 队长 的 排队 系统 ， 它 具有 如 下 系统 

特性 (1) 颖 客 的 到 这 流 UNC1)，f 守 00) 为 Poisson 流 ， 平 雹 

到 达 率 4 六 0。(23) 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 ， 用 均 报 
* 153 ， 


人 人 贷 埋 数 分 布 ， 但 其 服务 速率 依 束 于 队长 ， 尖 队长 小 于 于 时 ， 其 
浪 务 速率 为 HJ,， 当 入 长 达到 或 胡 过 村 时 ， 虽 采用 服务 速率 4s， 其 
中 为 定数 ， 守 > 0 。(3) 系统 有 一 个 服务 品 ， 弄 达 顾客 
捍 威 一 列 技 限 先 来 先 服 务 的 原则 接受 服务 。( 4) 系统 窒 轩 为 oo， 
5》 到达 过 程 与 服务 过 程 祖 互 独立 
工 述 系统 的 物理 彰 景 是 一 个 自动 加 工 机 的 控制 优化 训 题 ， 设 
竣 和 白 动 加 工 机 的 产品 到 这 为 Poisson 流 ， 平 均 到 达 率 为 4， 而 机 
只 对 产品 的 元 工时 间 丰 互 独立 ， 并 服从 负 指 数 分 布 。 为 了 提高 生 
宣 效 率 ， 工 程 技 术 人 员 将 产品 加 工 速 率 分 成 二 档 ， 当 队长 小 于 护 
制 晤 MM 时 ， 采 用 慢 加 工 速 率 矶 ， 当 中 长 达到 或 超过 控制 量 MY 时 ， 
有 尼 用 快 加 工 速 率 # (88> 0)。 对 于 上 述 系 统 ， 人 们 关心 的 是 
如 何 确 定 控 制 量 时 ， 以 使 系统 在 单位 时 间 办 所 耗费 的 期 望 服 务 总 
费用 达到 最 小 
为 解 次 上 述 问 题 ， 首 先 设 系统 的 了 服务 费用 分 为 两 部 分 :1 ) 
加 工 费 用 与 平均 加 工 速率 上 成 正比 ， 音 位 时 间 内 采用 单位 区 工 速 
素 的 加 工 费 为 a; ( 2》 产品 逗留 损 尖 纱 与 平均 队长 天 成 正比 ， 每 
全 产品 在 系统 内 逗留 单位 时 间 的 损失 费 为 去 。 因 而 单位 时 间 央 系 
统 所 耗费 的 期 望 了 服务 总 费用 为 


GM) ar (MD) FbLCMN) 
为 求 出 使 GUD 达到 最 小 的 村 ， 关 键 在 于 计算 5 (MY) 与 上 (MM, 
为 此 ， 可 设 入 (1) 表示 ! 时 刻 该 系统 的 厂 客 数 (等 待 加 工 与 正在 
-加工 的 产品 数 ), 则 容易 验证 过 程 {N (1)，、+t 汪 0) 为 可 列 状态 人生 
灭 过 程 。 有 了 一 {0， 1 工 ， 2， 0 及 转移 密 座 


i A B00 1, 2,*: 


Hl =, 2 M1 
A = 
Ha n=, M+1,， M2, 机 
: 客 昌 看 出 只 需 P, 一 A444 之 1， 该 生 严 过 程 有 统计 平衡 解 


- 156 ， 


A yA A I 0:Po, 一 1 


[| ! OOTP nn 二, M+1, 


4 和 A -[-+ = 二 PP! | 
1—p 1 一 3 
【2 47 
由 此 了 下 得 平均 中 长 为 
2 全 
LIA 了》， “| > nop* 十 2 Hp-Lpa i | 
刘 一 路 J 


oe 


广 G1! 1 ~ 
df i (5 ) | . | 
= 吕方 > oj ot - 3 0 


poLL+M— IP Mow: 
县 ! Co 
Pape ia 二 (1 0D2 1 
艺 工 一 5 
于 平均 服务 率 ， 则 有 


如 M-1 oo 
uMD= DY HP OLA DI Prt 2 P. 


= n= 二 = :了 


和 -了 or 
-| 六 1 上 HH DY oriprmt 上 


ns#=N 


= 上 一 = 于 1 -| 
(a 1 一 TP 1 一 站 " 


其 中 由 (2.17) 二 而 定 

将 上 述 计算 的 LCOMD SACD 代入 G (MD =as(M) BLeaf), 
即 可 得 GCM) 关 于 控制 量 M 的 具体 列 数 表达 趟 。 在 此 次数 表达 
式 电 ， 册 于 1、 Ai。 上 均 为 已 和 扼 ， 鼓 只 需 将 氛 制 变量 好 作为 未 
知 量 ， 利 用 最 优化 问题 的 数值 法 来 确 定 最 优 值 必 “ 即 可 。 


”67 ， 


(六 )” 排队 系统 的 忙 期 长 度 及 其 分 布 


从 顾客 钊 这 空 阴 腿 务 机 构 起 ， 直 到 服务 员 再 度 蛮 汶 空 困 时 
为 让 ， 这 一 段 系统 连续 入 的 时 间 称 为 系统 性 菇 。 注 期 长 注 呈 衡量 
服务 系统 的 效率 指标 之 一 ， 因 此 求解 各 种 不 网 排队 系统 已 期 长 谋 
询 颖 率 特 性 是 排队 论 前 研究 内 容 之 一 。 当 简单 起 见 、 忆 不 和 公 介 绍 
AAA 1 ee 系统 的 民 斯 长 庶 分 布 及 其 期 形 人 的 求解 廊 法 ， 

若 奶 以 NN( 14) 天 示 系 统 队 长 ， 则 伦 拓 就 是 从 Nr 了 ) 第 一 这 由 
状态 0 转移 到 状态 1 的 时 刻 开始 ， 并 持续 到 NN[ 1 ) 第 一 砍 义 返回 
到 状态 8 时 结束 ， 图 2-16( G ) 描 述 了 忙 期 长 度 d， tdi 宕 未 第 1 个 
忙 期 长 度 ) 的 样本 特性 。 对 于 M/AM/ 1 se 系统 的 中共 变化 过 程 
{NCI)，+ 注 0}， 由 定理 2. 4 已 知 为 一 生 灭 过 程 ， 考 二 到 间接 
寻求 忙 期 长 度 d 与 过 程 {NTIE)，f 3201 的 数 最 关系 比较 困难 ， 
为 此 我 们 在 原 过 程 LN( TI )、 1 之 0 基础 上 构造 一 个 与 了 有明 蜂 
关系 的 新 过 程 : 时 (1)，f 守 4}， 使 其 基本 保 转 原 过 程 的 概率 
特性 ， 而 区 别 仅 在 于 新 过 程 的 状态 0 是 吸收 访 。 也 就 是 说 只 要 过 
程 一 旦 转移 到 状态 0 后 ， 整 个 过 程 狗 永远 沾 留 在 0 状态 ， 而 不 再 
发 生 转 移 ， 原 过 程 INCt)，+ 半 0 与 新 过 程 {NC(1)，f 守 0} 
的 样本 特性 见 图 2-16tg) 上 与 图 2-16(b)， 新 过 程 iNtt， 
1 守 0 }) 的 转移 密度 图 见 图 2-17。 注意 琅 W/M/1/oo 系 统 有 
Poisson 到 达 过 程 与 负 指 数 分 布 服务 的 特性 ， 尼 见 忙 期 长 广 与 时 
同 超 点 无 医 。 因 此 ， 用 人 六 ff1)， 次 0 来 描述 系统 忙 期 时 ， 
可 久 将 时 间 起 点 移 到 人 扩 期 的 开端 。 也 就 是 说 令 太 0)= 1. 此 有 时 ， 
1 一 0 忙 其 开始 并 一 有 和 持 继 到 站 [+ ) 再 次 返回 到 0 时 结束 。 现 察 
图 2-16(2) 可 知 ， 忙 其 长 度 了 与 太 ( ) 有 数量 关系 

Pid1)= PN(C1)= 0} 
若 记 PONC?D)= j=q.( tt)， 则 有 
Pld 人 1)—g( 1) 
抬 此 。 为 求 忙 戎 长 度 分 布 ， 只 需求 of f ) 即 可 。 
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尽 3-16 


根据 上 述 分 析 思 路 来 进行 求解 ， 可 以 得 到 忙 期 长 度 及 其 分 布 
的 结论 如 下 。 

定理 2.8 在 M/MY1 /ee 系统 中 ， 设 亿 期 长 度 4 的 分布 通 
数 为 gt )， 其 密度 函数 为 o9( 1)， 则 有 


EAD 22 向 


其 中 j,i 2 )，2z 党 0 为 第 一 类 修正 Bessel 通 数 ， 它 由 下 齐 展开 式 
来 定义 ; 


oo 


| 1 ke TL 十 多 碟 
TCD) 了 可 Fr (Ee-) 。 


= 
《23) gt #) 有 下 述 极限 等 式 
1 ，P 寺 1 
tn gt f= 1 
to pp" pir1 


施 知 仅 当 并 时 gut ff}; 才 构成 克 济 分布。 
”759 


《3) 平均 信 期 长 俐 为 


1 
1 一 
Eld)=77 


CE 


一 个 忙 期 内 服务 完 的 平均 顾客 数 为 二 。 


证 明 首先 在 原 过 程 {N( 1)，f 池 0} 的 基 碍 上 构造 新 过 程 
4N( 1)， oz20)， 使 其 保持 原 过 程 的 概率 特 乌 ， 而 与 原 过 程 唯 
一 的 区 别 仅 在 于 新 过 程 的 4 状态 为 吸 监 大。 显然 ， 由 七 述 分 析 哥 
知 有 


Pld 1)= PNC}= 0)=at1) 


根据 上 述 构造 方法 , 易 务 新 过 程 有 转移 密度 图 2-17 。 根 据 转 
移 密 度 图 217 ， 易 知 过 程 {人 HC(1)，+t 守 0} 有 转移 强度 《‘ 窗 度 ) 


上 矩阵 。 
1 a A 4 ， 
QS 
* F x 网 
国 2~17 
0 0 0 0 
OQO={g=| 一 十) A 0 0 
0 上 4 一 <4 十 #4) 1 
0 ， 。 9 


测 用 Konworopos-Faller 微 分 方程 “以 下 简称 人 ~-F 方程 ) 有 
-A 2 gatjgm nl 
计生 了 
生体 写 井 可 得 
* 了 和 


| gl 一 AI) 
iT 人 一 一 人 1 十 下 GT 二 ago) 
| = CA I tm titigm C1) nis: 
| gf 0 ) =6, 
{2,18) 

其 中 芒 后 一 个 血 式 为 初 友 条件 ， 它 由 号 (NC(0)= 1)= 1 得到, 

为 了 求解 gt 7) 或 其 Laplace 变 换 LEg( 1)IJ， 引 进 4,( 1) 
网 寻 郴 数 gz，+) 证 


8(z，1) 一 VY go 1)2", zicC1 


= 


由 人 .18) 式 经 适当 相 理 可 得 


OO， 一 
等 式 两 边 分 别 取 Laplace 变 换 


Bf2， = 一 | Bf2 tyevdi, Rel #5)>0 


os gedt, Rels)>0 
并 注意 到 初始 条 性 ant 9 2) = S01, 可 得 
= Cs tz, 5) 2 2 AI 3, s)—ar s) 
殉 整 型 有 


by(z ，s) ls 


f3 十 下 十 下 2 一 4 汪 一 其 
2 RerST 0 
为 从 上 式 中 确定 好 )， 首 先 来 考察 上 式 右 庙 分 母后 零 点 个 数 ， 
若 到 
Flies)=ts + HH), Be 一 一 有 2 一 此 
易 逢 f(z)，98 (2) 在 区 域 2 | 之 1 解析 ， 且 在 1lz|j1= :上 ， 当 
Res > 人 时 有 


{2.19) 


g(tz =I— Ada A 
+ #5)zl=|f (2) 
因而 由 Rouche 定 理 知 ，f/(z) 二 9(z) 与 f(z) 在 |z1<1 内 有 
相同 的 零点 个 数 ， 而 f(z ) 在 |zil< 1 内 显然 只 有 一 个 零 点 ， 旋 
知 (2.19) 式 右 端 分 母 在 区 域 |z j|< 1 内 仅 有 一 个 零点 。 并 容易 
从 《2.19) 式 分 母 中 的 二 个 零点 


tH+rs tvV (ATH s) :4An 
7 24 


中 兰 断 出 在 区 域 | > | 之 1 内 的 零点 为 


24 
以 下 根据 零点 的 性 质 从 (2.19) 式 来 确定 9sC 5 )， 注 意 到 由 (2.19) 
式 所 确定 的 六 (2 ，s ) 在 1z |<<1 收 化 ， 故 知 2 =0, 作 为 分 母 在 . 
区 域 | > | 之 + 内 的 零点 亦 必 须 为 分 子 的 零点 。 亦 即 有 
Qi—{1l ~a)ta —Aia)gt ss)=0 
| 《s 十 下 十 下 Ja 一 Ac 一 站 于 站 
综合 上 述 二 式 有 


Af 


位 & 


A 一 3 Ty 
a)(H itd) sa 8 


q(t 3 )= 
于是 有 
gs) = {eg Vd) tg tde"" 


Ll | 1 广 汪 = -IF 
Ci)e [+ ye 出 


-+ 
比较 上 式 两 端 ， 则 有 
om {al fed 一 了 Co {2.20> 


» 162 * 


对 上 式 两 闯 作 上 扩 演 布 
wyatt 入) 


(21 和 滋 用 三 变换 了 刚 终 笛 定 寿 其 用 


im got 一 mm 2; 


站 二 Ci 1 
| 二 8 一 VAT+THT 81did 
= 1171 一 一 -一 一 一 -一 一 
下 一- 是 24 
] 1 
A 
24 | 1 
6 P>1 


{3) 由 人 避 .20) 式 知 有 


dat sy) = 一 人 CDat= ~ Ed) 
ds 3= 6 D 
. jos )} 1 1 rr 
加 一 一 -一 一 一 二 -+ 一 -二 一 i 
Etd) do 


至 于 一 个 忙 期 内 服务 完 的 平均 顾客 数 应 在 


| 
S 
中 
和 
到 
1 
Ge 
| 
] 
号 
[3 


§ 2.4" 一 般 输 入 或 一 般 服 务 的 排队 系统 


一 个 排 趴 系统 ， 戎 其 到 还 过 程 非 Poisson 流 ， 或 其 服务 时 间 
不 了 服从 负 指 数 分 布 律 ， 或 两 者 闭 有 ， 山 称 其 为 非 Poisson 排队 
系统 ， 其 系统 特性 与 Poisson 排 队 系 统 和 着 本 质 的 差别 。 这 .所 工 


人。 


为 对 于 Poisson 排 队 系统 来 说 ， 由 于 其 到 达 过 程 及 服务 分 布 的 * 
“无 记忆 性 "?， 因 而 从 任 一 时 刻 * 开始 我们 来 考察 队长 过 程 

iNT 1)，t 守 0} 的 概率 特性 时 ， 对 于 正在 接受 服务 顾客 的 已 服 

务 过 的 时 间 , 以 及 正在 到 让 顾客 的 已 经 历 过 的 时 间 可 以 不 予 考虑 ， 

从 而 使 过 程 4N( 1)，1 守 0} 具 有 马 氏 性 、 因 而 可 直接 运用 马 氏 

过 程 的 有 关 理 论 与 方法 来 研究 系统 的 概率 特性 。 然 而 对 于 --- 般 的 - 
非 Poisson 排 队 系统 来 说 ， 就 不 再 具有 这 种 良好 的 性 质 ， 此 时 只 

有 引进 新 的 分 析 工 具 来 解决 问题 ， 如 目前 见 到 的 Kendall 引入 的 
以 入 马 氏 链 法 ，Takacs 采 用 的 积分 、 微 分 方程 法 以 及 补充 变 

量 法 、 组 合 方法 等 。 由 于 篇 幅 的 限制 , 本 节 仅 介绍 久 MAGA 1 YAco 
系统 为 代表 的 嵌入 马 氏 链 法 。 列 要 进一步 了 解 的 读者 可 参阅 文献 
5123，C[2]，[i5]。[16]。[C17]，[18] 等 ， 


(一 ) 及 /G/1/o0 系 统 


MM/ 人 /1 /1% 系统 具有 下 述 特 性 ，( 1) 输入 过 程 {MC Ff)， 
{1 池 0} 为 Poisson 流 ， 平 均 到 达 率 为 44 半 0). (2) 对 每 个 
颖 客 的 服务 时 间 ww 相互 独立 ， 且 有 得 同 的 分 布 函 数 B(f)= 


Poi) Ho=1, 2, "， 并 设 v, 满 足 条 件 0 EC 二 


[i idB (1) <o0, E(u) = 全 tdB(iJ<oo。 (3 系统 有 一 
个 最 务 员 . 遵循 斋 客 先 来 先 服务 原则 .( 4) 系统 容量 为 co。(5》 
到 达 过 程 UMC 41)，+ 六 0} 与 服务 过 程 (pe， # 二 1 ,2,.…) 相 
互 独立 。 

1. 娆 入 马 氏 链 

知 以 入 ,表示 第 = 个 被 服务 顾客 在 服务 完毕 离开 系 统 瞬间 所 
观察 到 的 系统 队长 {不 包括 第 n 个 被 服务 顾客 ), 4 表示 在 第 个 


被 服务 顾客 服务 期 间 到 达 系 统 的 顾客 数 ， 则 对 #9 汪 1 有 
,一 1 十 4， 六 L 
N= (2.21}. 
A Ns= 0 


" 16d * 


ee ”为 了 机 过 程 i 人 N11. 
: 0} 的 构 入 链 。Kendall 首 先 证 明了 2. 
中 马 氏 性 《因而 称 为 霸 入 号 氏 链 )， 然后 利用 马 扩 链 的 理论 得 到 
了 {NR 1，2 ,的 遍 廊 性 条 人 性 及 其 极限 概率 分 布 1z。 
攻 = 一，2，'…}， 最 后 证 明 在 满足 遍历 狂 条 件 时 ， 该 极 艰 概率 
分 布 恰好 就 是 原 过 程 人 NC1 ， 1 0) 当 上 -oo 时 的 平稳 分 布 ， 
即 lim PINCH)T sm) 三 人， 1 ，2， ,从 证 和 解雇 了 


蜡 : 避 1 yeo 的 求解 问题 。 下 面 我 们 首先 来 研究 {N,N = 1， 
多 ，-- 小 的 蕊 多 性 ， 为 此 需要 两 个 引 理 . 

引 理 2.§ 设 PP= CPi) 为 不 可 约 非 周 期 齐 座 马 民 链 的 一 步 转 
秘 阵 .并 有 状态 空间 了 一 (10。1，2，…}， 若 不 等 式 组 


2 Pi 扫 和 一 1，731 


1 = 
存在 一 个 满足 条 件 >1 PiXi< co 的 非 负 解 ， 则 该 马 氏 链 为 遍 
了 = 人 . 


所. 

证 朋 可 参阅 文献 C152。 

引 理 2.10 若 4. 表 示 第 ”个 被 服务 顾客 在 服务 期 间 到 让 系统 
移 顾 客 数 ， 则 入 ，4。。… 相 互 独 立 ， 并 有 如 下 的 相同 和 分布 列 


oo Vi)" 从 二 1 有， 时 

0<a= PC 有) 一 | 下 名 一 erdBCt)， 
大 =0, 1 2 人 
(2.22} 

同时 还 有 
El(AI= YY hap 
i 

FE!'A:;= 2 i {92.23) 


生 二 自 


”了 B5 * 


其 中 2 一 ,一 Blo), 0 Eo) (EG). 


证 明 ”由 于 舌 客 到 达 过 程 为 Poisson 流 , 且 它 与 服 务 过 程 fom 
n= 1 ，2…} 相 五 独立 ， 固 而 有 


ai=P {A i PlAs= hk'v= tdB(I) 


一 7 ry = 二 AY =a 
[EP dB (= {edBt) 
0 k= 1 2 


广 意 到 上 式 与 # 元 关 ， 因而 A.， .42 … 为 同 分 布 。 关于 .di .da 
… 的 相互 独立 性 ， 可 先 任 取 两 个 4. 与 4.。 证 明 其 相互 独立 , 然后 
再 利用 归纳 法 类 似 证 明 。 对 于 任 给 的 正 绽 数 ，7， 有 
PC is hi)= 位 (人 PC = 

a=, v= 8 dB 1 IdB(s) 

-| {PA i os)PC4- 

= j= Ve= 5, A,= 1 dB s JdBCt) 
BC (7 HY eraBs) 


各 
= PAn= i P(A=1) 


这 就 证 明了 4A。 与 4, 的 相 志 独立 性 ， 类 似 地 可 采用 归纳 法 证 明 -A41， 
4，，… 的 相互 独立 性 此 外 ， 由 (2.22) 式 有 


5 


ECA) = 0 {~ 2 R 0 edBt 1) 
起 一重 


=- 全 NdBCE Y=AF 0) 


* 188 ， 


2 


ElAD)= 2》， = 全 », 中- endB( 1 ) 
在 三 


站 二 站 


i ro ALCALY* 
= VY +1) [ogB(t) 


SS， E&I 
= | eaBct)+ 2 {iB 1 ) 


一 于 o 十 证 万 口 


定理 2.11 髓 六 马 乱 链 { 训 ,， 下 一 1，2，…} 为 不 可 约 非 
冰期 齐 次 马 氏 链 ， 并 有 一 步 转移 矩阵 


on a OG G 
| 
| 
[ 


| G， 好 1 全 让 和 I 


1 
P= 0 a a a 


ue ls i 0, fi-1 


i 0 | i0, i>0, fj<i~-1 


(2,24 
证 明 ” 设 该 系统 初始 时 刻 无 顾客 ， 则 有 WN/ 一 41， 由 (2.21) 
式 知 六 .可 看 作 后 的 区 数 (4。， No.1), 即 有 


N= f(As, Ni)—fs(As, AN)EglA, A) 
N= As, N=fstAss falAs, AD)E os As das A) 
N= fads, Ne) = fo Aos fo A Noes)) = 
gs A 4 
对 于 尾 给 的 非 负 整数 详 ， i i 了 当 1 半 9 时 有 
PN = ?IN =, N=io, 0 Neimis, N= i) 
一 万 (4 十 上 一 1 一 了 4 一 Pi CA, A,) 
一 在 ， …， 


* 167 * 


Bon 4 A) 
= PP {d= 了 一 了 十 1 .4 一生， gl,, A,) 
jy es Oats Ass 1 A = 1) 


yi+1s j= 一 1 
其 中 运用 了 引 理 2.10 中 -4 4， <- 的 相互 名 立 手 及 
{2,22) 式 ， 当 全 0 时 ， 类 伏地 有 
P{Na= N= 一 ie wy = N,= $ 


= P(Ads= i A =i gd A = 2) 
do, 4 WE .4 = [| 


=P (An = i )=a} 


为 此 可 知人 六 3 一 1，2， 为 齐 次 马 氏 链 ， 并 有 如 【2.2 和 
式 的 一 步 转移 宪 阵 。 注 意 到 该 一 步 转移 阵 中 有 

Pao>0, HH=0, 1 2, 

Pom > 0D, R=0, 1 2S, 


Pani=o> 0 Hal, 2, 
故 知 所 有 状态 互通 ， 且 为 非 周 期 ， 从 而 可 知 {Ns。， rn 一 1、2、 
为 不 可 约 非 周期 潮 次 蕊 氏 链 。 口 

定理 2.12 (1) 峰 入 马 氏 和 链 {N。 二 1，2， 


… 为 沉静 
的 充分 必要 条 件 为 二 4, 巨 (o)<1，(2 ) 当 该 条 件 满足 时 ， 
有 极限 分 布 


lim PN= 0)=m=1—n 
和 

lim PAN.m 7 )=F, 
盾 一 


j=1, 2 3, 
县 {rp 了 一 0， 


1 ，2 ，.… 有 母 函 数 
(2)= 了 re- QA, 1z1<1 
并 = 用 “ 


{2.25) 
=。 168 。 


其 中 4 (z) 为 {4)， f 一 0 ， 1, "的 坪 函 数 。 
证 明 必要 性 ,. 设 {NN。，# 一 1 ，2，*} 沁 有 万 ， 则 其 平和 分 


布 必 然 存 在 且 等 于 极限 分 布设 lim 己 (N 一 7) 一 mr 则 fr 
了 二 0 ， 上 ， "小 应 满足 方程 组 


殉 ] 二 >) Tifys j=0, 1,， 2 


1 三 0 


利用 〔2.24) 式 有 


亢 了 一 2 rsPis= To Po 2 mrs 
;二 


= 十 > Tpitrls f = 0 ' 1 EE 2 时 (0, 263 


引入 1 j =0, 1， 与 {ays 了 一 ， 1,2 » 的 寻 沿 数 


[=] 


H(z1= > Ni2’s 12|1 


了 = 门 


40z) 一 2 oz zl 
i=0 


:用 z 科 (2.26) 式 两 端 ， 并 对 了 从 0 到 co 求 和 竺 


a0 to | 
(2)= >» Ti 二 ») G2 十 > > Figs12 
jo 7=0 JJ = f=1 
ee b= 
= 2 ) 十 > wie ») CF 
i =1 1=7-1 


一 moA4(z ) 十 -CTCz 一 mdCz) 
因此 有 
HO rey 
» JI89 - 


利用 母 图 数 性 质 ，A’C1)= ECAD)= DP, A(1)=H(1)=1» 
及 L’Hospital 法 则 ， 可 由 上 涉 定 出 rs。 这 是 由 于 


wl 2)A(2) 


Al2)—2 


l= lim NH(2)= lm 
出 -二 工 FZ- 


A C2)(1—2)—A(2) _ x 
一 lim ™ 中 (zy 一 1 = 了 二 
确 有 
T=1—pP 
并 有 
Tl 2)A#) (1—P)(1—2)A(z) 
H(z Atz)—2 PD 


由 于 该 马 民 链 为 所 历 ， 故 所 有 极 跟 轿 率 均 应 大 于 零 ， 从 而 应 有 
rm 一 1 一 >0， 或 有 8<1。 

充分 性 由 定理 2.11 已 证 {Nw 8 二 1，?，…} 为 不 可 约 非 
周期 齐 次 马 氏 链 ， 当 P< 之 1 时， 上 内 须 利用 这 样 的 DP 来 构造 一 个 非 
负 的 数列 {xj，j7 二 0， 1， 2 …}， 并 证 明 其 满足 引 理 2.9 


的 条 件 ， 则 遍历 性 即 可 得 证 。 为 此 取 x1= 一 志方 万 (了 一 0，1，2， 
,利用 (2.23) 式 及 (2.24) 式 ， 可 证 当 i 半 1 时 有 


一 二 [Coe( 了 一 了 十 GE 十 Ga 人 fi 十 17 十- 


TG i St 3 | 
上 只 二 自 "1 h 
sili+o m1 
并 有 
* 170 » 


pt 


2» Pusss = Np P< 
i=0 Ee . 
生机 出 引 | 理 2.8 得 向 ， fw 并 < 一 工 2 2 为 溃 历 。 口 


系 2.13 证 4N,， 一，23。，…}》 为 队长 过 程 {N( +)， 
! 闻 0) 的 懂 入 马 天 链 ， 当 十 (00) 之 1 时， 其 极限 概率 存在 
并 构成 概率 分 布 ， lim P (Ns=7)=7 > 0， 且 还 有 


lim PN(CGU1)= 7)=Pi=7) 
1 en 


证 明 注意 到 顾 容 因 服 务 结 束 而 从 系统 离 去 的 时 刻 是 过 程 
{NC1)，! 尘 0} 的 再 生 点 ， 因 而 利用 再 生 过 程 的 雪 本 性 质 可 以 
证 明 上 述 结 论 成 立 ， 详 细 证 明 在 此 从 栈 ， 可 矢 阅 文献 [4]。 中 

紊 2.14 设 {N(1)，+ 站 0) 为 该 系统 的 队长 过 各 ，{N， 
1 中 为 其 嵌入 马 氏 链 ; 当 P < 之 1 时， 有 lim P(NC#) 


= 了) 一 Tim P{N,= 1 =D,, j= 1 周颖 率 分 


布 {P，『 = 0，1，2，…} 满 足 如 下 递 推 方程 组 


Pi=P.at+ Pa, 

[pp + P's + Po, 

1 叶 (2.27) 
P= Peart Po t+ Poa» + Pra 


\ 


其 中 oj 满足 (2.22) 式 
征明 当 P < 之 1 时 ， 利 用 系 2.13 的 结论 及 (2.26) 式 可 得 
J+1 
P= Poast+ >» Prasm = Po t+ Part Pg + 
i=1 
Piiaos j= 人 0， 1 
-将 上 式 展开 ， 即 可 得 递 推 方程 组 (2.27) 式 。 : 口 


2， 平 着 状态 下 的 数字 特征 
定理 2.15 在 M/GJ/1 /oo 系统 中 ， 当 P =iE(9D 之 1 时 


ot 
Lefi3ri py’ Li=L—p 
EP | 多 
+ 


1，YD0 
还 明 | op 朵 (2.21)》 式 避 改 ' 
 ， 交 乓 : 


写 咸 
Naar = Nas— B ON) + A (2.29) 
对 上 式 两 端 取 期 望 ， 并 利用 统计 平衡 状态 时 的 特性 ， 玉 CCN) 一 
EC(N.) 二 ECN)， 可 得 
EC ND = ECA) (2.30;. 
再 将 〈32.39) 式 两 端 平方 ， 并 利用 特性 ,C6 (了 一 CVD 
6 CN -N, 一 NN,， 可 得 
N=Ni+ 8 CN + A — 2N, 2N, A,,, 
一 2 得 CN 0) As 
对 上 式 两 端 取 期 望 ， 人 )，N 和 Ns 与 du 的 可” 
互 独 立 往 以 及 《2.30) 式 ， 
ECNV) = EC(AL + TE) ~ 2CECA. 


2 C1 ECL) (2.31) 
还 2.23) 起 之 结果 代入 ， 可 得 
加 过于 2P 一 28 N+tp 
T=EC, 2(1—P) 一 二 


由 题 设 条 件 2 < 1， 故 上 式 分 母 不 为 零 。 紫外， 注意 到 系统 达到 : 
统计 平衡 状态 后 ， 系 统 的 输入 速率 应 与 输出 速率 相等 。 设 以 5 志 
示 服 务 员 信 的 平均 数 C61), 则 和 由 4=24,， 可 得 5=P, 革 
基 有 


* Ir2 2* 


下 面 浴 求 平均 等 待 时 间 二 ， 注意 芝 到 在 先 来 光 最 务 的 规 和 一， 
若 第 皇 个 诚 服务 风 顾 容 在 离开 系 雪 的 邮 间 所 观察 到 的 系统 队 放 为 
% ， 则 这 名 个 顾客 应 该 是 上 述 离 夫 左 容 在 系统 中 的 入 时 站 
等 时 间 7， 与 服务 时 间 "之 和 ) 内 到 近 的 全 体 碌 窜 。 天 用 / 5 

的 机 百名 立 性 及 全 可 济 分 解 ， 可 得 


LElN = 2 et 5 AN .十 po 


= VY 全 人 PEaf0T。 Tu) kT Vo 


dP x PVE 


a 1 tw 


2 


-人 加 Aix +t yd, xidBty) 
0 外 


= ATE(T)+ EAT +P 
ft 


将 前 述 求 得 的 工 = 了 本 一 


显然 有 
W=W, + FY) 
口 
383， 平稳 状 窟 下 的 队长 分 布 与 等 待 时 间 分 布 
定理 2.16 在 MM/G/ 1 /oo 系统 中 ， 当 8 二 iEC0) 之 1 上 肘 ， 
系统 能 达到 统计 平衡 状态 ， 此 时 有 : (1) 队长 秀 布 母 函 数 汶 


SY pr IP 2)B(AC 2 
Pi) HAC — 2))— 7 
站 sr< 1 2) 
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{2) 等 等 时 间 分 布 的 Lapbiace-stieliss 变换 【以 下 向 称 L-S 
变换 ) 为 


许 《1 一 户 ) 3 


其 中 8*( s ) 为 服务 时 间 分 布 妃 (1 ) 的 LS 变换 ， 即 有 


五 < 本 )= 全 e“dBt( ts Ret 5 ) > 0 


(2.32) 式 与 (2.33) 式 称 为 Pollaczek-Xmadag 公式 。 
证 明 (1 由 定理 2.12 及 系 2.13 得 知 


Hz)~ Ptr)= A PC1—2) 


(2)—z 


注意 到 
(2) = 21 Ge 一 3 位 esqB( t )2* 
外 三 位 呈 三 身 


-| evanmdB( i)=B"(ACI— #)) 


以 A(z1==B*CAC1 一 2)) 代入 (2.25) 式 可 得 
plz)= A 


C2)—2z 
BC sa) 
BACL— 2))— 
0 < zc1 


《2.32) 式 得 证 。 
(C2) 采用 类 似 于 求 丈 。 的 方法 有 
Pia)= BD PN 8) 也 - 人 {Pd 
息 二 器 
To) = kIT = %, oy a BY) 
= 。 全 “LACTt at 


此 一 明 
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村 
= {oonamcx) 人 oood8(y) 
itaCt1l— ?BC AC — 2)) {2.34) 
其 中 
wal sy= | eat) Re(s)>0 


以 2.3) 式 代入 (2-32) 式 ， 并 令 1(01 一 z) 一 5。， 可 得 


(1—P)IC1—2) _ (1—P)s 
Wels)T pACIT TS 


口 
4， 应 用 
例 2.6 利用 本 节 所 得 MM/G/ 1 /oo 系统 的 绪论， 求解 /AM / 
1 /0 系统 在 平衡 状态 下 的 队长 分 布 ， 等 待 时 间 分 布 及 其 期 望 值 . 
解 在 M/AM/ 1 /co 系统 中 ， 由 于 服务 时 间 v. 服 从 货 指 数 分 
布 ， 故 其 分 布 函 数 BCrt) 的 L-S5 蛮 换 当 Rels)>0 及 P< 之 1 
时 为 


BCsy= {edB( y= {i eiemdim 4 


十 天 
于 基 ， 由 《2.32) 式 知 其 队长 分 布 母亲 数 为 


《1 一 2 


(1 一 ?CT 二 27yTA 1-p 
下 四 i—pPz 
141—2})+H 


-1—7) 


=(1—Pp) > (p20, 14|<1 
n= 人 0 


比较 等 式 两 边 寄 级 救 的 系 获 可 得 
P.=p"(1—p), n=0, 1 让， 


”了 7 


dP(C1Y 人 1- 7 __n 
Lo dz [ tirilsnt 1—p 
由 《2.33) 式 纪 等 竺 时间 的 ~S 变换 为 
(I—P)s 《1 一 ps 
WCs})= 一 二 1 和 st 
Ts 
or CP Pr 
1 一 0 二 -全 下 这 二 和 PUP= 0) 
六 一 外 
th 
从 而 有 
W(t)= 1 -pe fo0 
dC0) | 
We- ds | ST 一 a ] 
p p 


FA (OI—PY) 
例 2.7 利用 本 节 玫 /G /1 /品系 统 的 结论 , 求 M/D/1 Ace 
与 M/EW 1 ceo 系统 能 达到 统计 平衡 状态 的 充 要 条 镍 以 及 统计 平 
寅 状态 下 的 工 ，Le, WY， 
解 (1 在 对 /DD/1 / 必 系统 中 ， 设 服务 寺 间 ?=1/8 祖 
0 为 常数 , 出 系统 能 达到 统计 平 奖 状态 的 充 要 条 忻 为 P = 4 .1/4 
忆 1， 当 此 条 人 性 满 足 时 ， 册 于 02 一 0， 故 由 (2.28) 式 知 


8 
LP +H py) Fry 
一 oy 
太一 人 CT VW 24(1 一 下) 
(2) 在 M/Er/ 1 /系统 中 ， 服 务 时 间 服 从 级 Erlang 分 
布 ， 即 有 分 布 密度 


是- 
6 一 Te， i0, KH>0 


容易 求 得 已 fo) 一 174， 站 to 一 1 /RW 系 红 能 达到 统计 平衡 
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状态 的 充 开 旬 件 如 然 为 PD = 4174 < 二 1。 尼 革 册 于 于 于 一 六 7 
代入 (2,23) 信 豆 得 


— 四 

{Ai 1 [十 

ro a 一 上 -上 

Loratip OTDRTOTS) 
rr (8 十 123P RTP 
Y= 四 二 28 一 六 ) Ws hu TC—o) 


例 2,.8 茶 工 厂 有 大 量 同 类 和 宙 器 生产 茶 称 产 品 ， 科 改 屯 故障 
发 生 济 闵 Poisson 流 ;平均 到 过 这 = 5 次 /小 于， 该 三 亢 有 一 条 
高 级 技术 员 氏 恬 型 发 生 故 障 的 机 器 。 A 深 控 工 对 
这 两 站 页 让 的 旷 副 时间 分 别 汶 9 分 与 且 极 所 其 斯 融 案 , 这 


批 机 器 有 一- 的 故障 属于 后 一 类 。 为 搞 好 符 理 ， 工 厂 管 媳 者 帝 望 


知道 在 目前 的 修理 水 开 下 ， 工 厂 同时 训 三 台 以 上 机 如 处 于 故障 状 
态 的 福 率 。 

和 钥 ” 再 题 设 ， 该 系统 为 WCGCA LI ce 系统 ，1 一 5 次 小 时 ， 
修理 技工 凋 和 名 次 故障 的 条 复 对 间 vs 独立 同 分 布 ， 并 有 如 下 一 
分 布 询 

FP (vr = 9 7) 一 二 -， Pp (24= 12) 一 
于 是 有 
1 


Eti= 09x- 3 二 12x— 一 1 分 / 深 二 下 一 个 相 / 深 


PNB 0 = < 1 
半 而 该 系 统 龙 达到 统计 痒 衡 状态 。 攻 设 设 访 习 示 系 统 达 到 多 综 计 二 全 
状态 后 任 一 时 刻 队 长 《 刘 就 是 处 于 故障 状态 的 各 加 数 ])， 列 局 
所 孚 的 报 率 即 为 PC 人 3 一 1 一人 一 —P;— Py. 为 来 如 
bn thy 将 zu 的 二 点 分 布 律 代 入 {2.22) 式 可 得 


J?7 . 


Te 
ca- 全 -A dB( 1) 


9 ) 
5 X -一 一 - - 9 
( 0 3 * 60 ye 2 
六 1 
12 人 
a 2 
(x6)】 -x 茵 1 
gE! 
3 
2 | 
站 一 e 十 Em as0.4375 
2 3 
Oa 十 一 40.3588 
3 时 9 
2 ( 4 ) 一 1 1 
Fa “a 二 了 x 2 8 ==0.,1499 


以 a,，al，5 代 入 (2.27) 式 方 程 组 有 
P=1—p ~- 


P=Poast Pra =0.4375Po+0.4375P, 
P=Pa+ Pat Pao=0.3588P, -0.3588P. 0.4375P, 
P= Poas t+ Pot Pari+ Pg = 0.1499Po+0.14990, 
+0.3588P,+0.4375P, 
利用 上 述 方程 组 的 道 推 人 性 ， 可 依次 解 得 
已 ,一 0.1666 
P=0.2143 
P,—0.1773 
Ps=0.1293 
P(NY> 3)= 1—P,—P,—P;,—P:=0.3125 
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ro 


(二) GI/G/1/co 系 统 


GI/G 7/1/ 系统 有 如 下 特性 :， (1) 顾客 想 继 到 达 时 间 间 陋 
fr = 一 1，2，…} 基 独 立 导 分布 的 非 负 随 机 变量 序列 
TY 有 有 分布 画 数 (一 有 (Ts )， 了 一 寺 ，2，…， 五 【za) 一 
人 aa4(8) = 一 ,其 中 4>>0 为 一 常数 ,(C2) 各 顾客 的 服务 时 
问 过 程 fa。m = 1 ，2 ,…} 是 独立 司 分 布 的 非 负 随 机 变 量 序列 ， 
并 有 分 布 国 数 万 (T) 一 中 fos 1 )， ==1,， 2 ， 本 Elo 一 


8(1) = 二， 其 由 上 > 0 为 一 常数 。( 3 ) 系 统 有 一 个 服 


务 员 ， 顾 客 到 达 后 排 成 一 列 ， 按 照 先 来 先 服务 的 原则 接受 服务 ， 
{4) 系统 容量 为 2*。(5) 到 达 过 程 {fr，2 = 1，2，"… 小 与 服 
务 过 程 {om t=1, 2, … 中 相互 独立 。 

限于 篇 幅 ， 本 节 妈 介绍 GT7 CA 1 co 系统 在 平稳 状态 下 的 等 
待 时 间 分 布 的 有 关 理 论 。 

定理 2.17 在 GI/G/1 /co 系统 中 ， 设 了。 表示 第 ”个 到 达 
丢 统 前 顾客 在 系统 中 的 等 待 时 间 ， 丈 。(x) 为 其 相应 的 分 布 区 
数 ， 则 有 


0 ) Wo (x) W(x— dG 1) 


其 中 G(x)= 人 ”BCx+ 1 dAC+t) 


即 人 (x) 是 邢 ,(%x) 与 GC%) 的 状 积 ， # = 二 1 2，*。 
2) 极限 lim 玉 (x)=WCx) 存在 ， 且 VY,(x) 为 单 
调 非 降 右 连续 函数 ， 并 满足 方程 这 (x)=WCx)* 呈 (Cx) 
证 明 ”为 方便 想见, 不妨 设 初始 时 刻 系 统 无 左 客 , 即 六 (0 ) 一 
0。 显然 此 时 有 一 0， 对 于 Tm 观察 图 2-18(a), (4b】 
可 知 育 
+ 179 。 


人 三 一 ee 


EE 


| 一 


[ Tt] 
-| 一 一 人 一 芝 
上 ~ | 
«BY 
下 了 -18 


了 十 pr 
| 0 了。 十 Due< Tm! 
上 式 亦 引 改 写 为 了 ,一 maxt7 十 po 一 fa 0}，n 注 1 (2.35) 
(1) 取 二 二 0s 一 Tow 则 由 系统 等 性 《1)、(2)、(5) 易 
知 {Ws 如，2，“} 为 狐 立 辐 分 布 酌 请 机 变量 序列 ， 且 有 
忆 (uo) 之 eo。 医 记 思 的 分 布丁 数 为 GCLx)， 则 有 
G(X)= Ps x) = Po To) 


-| Px + dP 1) 
[i 


= | B(x+ 1) dA(t 1) 


考 虚 到 了。 与 志和 互 独立 ， 放 对 任何 * 守 站， 有 
WC > 一石 《maxft 了 ae 十 zy 0 DA YX) 一口 (Te Re xY) 


-| ”pp To YdGCY) 


-| . 太 。(x 一 2)JdG02 n21 (2.36) 


(2) 利用 (2.85) 式 ; 并 注意 到 Hi Hay 独立 同 分 布 ， 
恒 有 
* 了 了 80。 


mm 


了 一 max10， Te.) =max{d, max{0, T,., 
TA dy Tu 
ImariD,. dos Max{0, To TH) + ios ta} 
a 
二 
于 


其 中 最 后 第 二 个 等 式 利用 7 了, 一 0 。 对 上 述 等 式 ,引进 符号 加 = 


ww， 则 对 任 他 x 污 0 有 


:ml 


WO x)= PIT, ,x)= Pmarsi0, hm, fa, hl SX) 
=P(hx*, 1 lr}=p P(N 门 a < | 
(2,37} 
综合 x* 达 0 时 ， 访 ,1(*)== 0 的 情况 可 知 ， 对 任何 xX， 信 ，! x: 
关于 nn 荐 单调 非 增 的 ， 从而 极限 lim 历 ,(x) 存 在， 沁 为 
tx), 即 有 
Ws) = lim Wo (x)= P(E XY, l=1,，, 2 + 
一 下 
isn {hE ) 
由 于 对 每 个 # » Wt *) 的 为 一 分 布 函 数 , 因而 关于 XX 赴 单 
调 非 降 右 连 续 的 ， 从 而 易 证 其 当 ” 一 ce 时 的 极限 函数 也 是 关于 x 
单调 非 降 右 连 续 的 。 最 后 ， 利 用 积 制 收 全 定理， 对 (2,36) 式 两 
端 到 极限 ， 便 有 
Wr) | Wn—y)dG(y) 


定理 2.18 在 Gl/G/1 /oo 系统 中 ， 设 7 了 表示 第 个 到 达 
系统 的 顾客 在 系统 中 芍 等 待 时 间 ，}。( x》 为 蕊 四 庶 的 分 布 涌 


* lel : 


数 ， 并 有 lim VC% Hx). 则 当 P= A4AH 之 1 时 , 红 ,(x) 


构成 概率 分 布 ， 其 中 17 4 一 五 (ro)，174 一 巨 ie) 
证 明 取 2 一 加 一 Toriy 由 下 前 知 如 ， 上 2 独立 
而 分 布 ， 吾 (lo<ce， 故 由 强大 数 定 律 知 有 


和 
2 ho 
im 一 二 一 一 lim n= (a.s.) 


[7 -人 Ne 


或 对 住 给 二 0， 有 


a 


让 二 oo = 中 


< ))- 1 


此 即 说 明 ， 对 于 任 给 的 3 盖 0， 2 PPD， 必 存 在 ms， 有 


1 -3<P( Et |<e, rN) (2.38) 
由 题 设 P 一 趟 -= 起 < 1 此 即 瑟 GwJ<< oa 一 I，2， 


“因而 两 取 足 能 小 的 e 六 9 ,使 十 巨 (6) 之 0 则 可 从 (2.38》 
式 得 知 ， 对 于 任 给 的 5 之 0， 总 存在 入 ,使 当 x 之 0 时 有 


1-6<P(| 人 -EQ |<e, n>N,) 
所 


<r( <EW)+e, "NEP hex n Ny) 


(2.39) 
男 一 方面 ， 对 于 上 述 给 出 的 NN,， 由 于 新 si(Cx) 为 分 布 芽 


数 ， 故 利用 《2.37) 式 知 
lim Ho, (xX)= lim sz 1S <N)= 1 


EE 全 oo 


因而 取 足 够 大 的 x， 便 有 
i—8&Phex, 1 I<N) (2.40) 
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综合 (2.39) 与 (9.40) 式 知 。 对 于 件 乡 的 0， 总 在 证 息 够 
大 的 x 。 使 得 


WX)= lim I RY im TRY 


和 全 人 hp ee 
PPh, n= x, HN 
人 
+POEx, InAN)-1>1-27 
其 中 最 后 第 二 个 不 笑 式 利用 了 和 性质 
PIANBYE PAISPIRI- PAU BIE PEA 
+ PB]1 
从 而 有 dim HW,( x I= ] 1 


$ 2.5* 排队 系统 的 统计 推 晰 


在 前 述 各 节 中 ， 我 们 都 是 从 一 个 维 定 的 排队 系 续 〈 铬 定 中 型 
类 嘱 及 有 关 人 参数) 出 发 来 研究 系统 的 有 关 特 性 。 如 队长 分 布 、 等 
待 时 间 分 布 、 忙 疆 分 布 等 及 其 数字 特征 ， 然 而 ， 对 于 一 个 纺 空 的 
实际 排队 系统 ， 究 竟 如 何 来 判断 其 模型 类 别 及 获取 有 关 参 折 呢 ? 
一 般 来 说 ， 如 无 先 验 知识 ， 只 能 对 给 定 系 统 进 行 观 察 ， 然 刀 志 所 
观察 数据 通过 统计 推断 来 解 炭 上述 问 题 ， 这 就 是 排队 系统 的 红 计 
看 断 闻 题 ， 

排队 系统 的 统计 推断 问题 ， 本 质 上 局 于 过 程 统计 领域 ， 守 与 
古典 统计 推断 理论 一 样 ， 分 参数 信 计 与 假设 检验 两 大 部 分 。 此 中 
参数 倘 计 分 为 点 传 计 与 区 间 舍 计 ， 假 设 检验 则 和 包 播 ，( 1 ) 分 布 拍 
合 度 检 验 ， 即 推断 和 继 到 达 时 间 间 隔 、 服 务 时 间 、 等 待 时 间 等 服 
从 什么 类 型 分 布 ; (2 ) 独立 性 检验 .在 大 多 数 排 忠 模型 中 。 总 是 
假定 相继 到 达 时 间 河 晴 是 独立 同 分 布 的 ， 到 达 过 程 与 服务 过 程 也 
是 相对 独立 的 ， 对 于 一 个 具体 的 排队 系统 , 显然 应 经 过 检验 : ( 3 ) 
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统计 平衡 检验 ， 即 对 于 一 个 给 定 芍 排队 系统 ， 让 考察 时 说 是 否 已 
达到 统计 平衡 ? 或 者 还 要 经 过 多 长 时 间 ， 方 可 认为 基本 上 达到 统 
讨 平衡 ; ( 4) 平稳 性 检验 ， 即 相继 到 达 时 间 间 阳 或 服务 时 间 的 
分 布 类 型 及 参数 是 理 随 时 间 变 化 ? 考虑 到 在 排队 论 的 应 用 中 ， 
Poisson 排队 系统 的 特性 萄 于 研究 ， 因 此 本 节 仅 介绍 指数 模型 及 
Paoissotn 流 的 分 布 所 但 i 度 检 验 与 参数 估计 问题 ， 至 于 独立 性 问 题 ， 
通常 可 以 从 系统 本身 的 物理 含义 中 去 验证 (当然 也 可 用 时 间 序 列 
分 析 的 有 关 方 法 来 解决 该 问题 ， 在 此 从 栈 )。 


(一 ) 指数 模型 的 统计 推断 


指数 模型 的 统计 推 斯 问题 包括 分 布 拟 合 度 检 验 、 参 数 悟 计 与 
区 间 估 计 间 题 ， 

1， 分布 拟 合 度 检 验 

引 理 2.19 设 久 ,， 奈 ,，。…， 玉 是 独立 同 分 布 的 连续 型 随 
机 变量 ， 广 密 度 函 数 f(x)、 分 布 函 数 忆 (Xx)。 革 由 太 于 1sy 臣 
是 其 蜂 序 统计 量 ， (Kis 六 “ys 六 ew) 有 分 布 还 数 : 
Gn) 则 有 


G (Ys War Xs) 一 并 了 TT F {xs)s 和 
i=1 


gx Xo os = nl TE fF XE 
17=1 
(2.41). 
证 明 考 虚 满足 x 所 Xs 的 (Cx, Xe Kn)! 显然 有 
G {x War os Xo) POR EX 六 
= 内 P(X SN es SS 


{fys Tas ny 
-万 rom 
了 = 1 
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其 中 [Fs as 机 io) 是 {1, By m) 的 一 个 排列 ， 而 这 : 
样 的 排 珂 共有 + 个 。 利 用 上 述 结论 声 得 


HN Nas Kel GX Xe) 
一 sl TT cp 口 
i=1 


定理 2.20 设 邢 ;， 碟 下。 独立 同 分 布 ， 其 分 布 苑 数 
一 1 一 ET 0 人 >。 和 一 着 四 攻 下 有关 二 
的 硕 序 统计 量 。(14) 必 ”一 (全 一 
二 0 有 3 
S13。 独立 同 分 布 ， 且 其 分 布 阔 数 亦 为 Ft%)= 1 一 2 


ms 


xz20。(2) 作 王 一 一 一 Ts ， 其 中 了 一 


ne 则 有 有 FF~Fl2rf，2(n 一 r)), 


证 明 (1) 由 引 理 2.19 知 ， CK ne 这 wm) 有 联 
合 密 度 函 数 


Dx xo py w= [Tl fx 
i?=1 


=n! 站 Ge 


1=1 
0 XENAR EN, 
着 记 
Ga {xR A 十 1) 
CR 
和 作 变量 车 换 二 CR 一 十 0Gw 一 x 1 旋 ，…， 
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市 苛 将 积分 域 0, 恋 为 区 域 全 。 其 中 

一 TV 
于 是 ， 对 任何 上 0， 一 1，2、…， 站 有 

Pls ph, sie ve sa>t,) 


1 
Tl 一 十 1 J 


从 而 知 so ss Sn 哆 有 独立 同 负 指数 分 布 的 特 乌 . 
:2) 取 了 .= > mm， 也 【TI ) 之 结论 及 附录 二 定理 7.7 可 
TE )， 注意 到 对 任何 之 0 ， 有 


:于 dd » | 1 1 
dx PIM et ) dX PUT< 2 ) 2 Cr) *e 


tt 
钥 此 知 247 .一 和 (27 》。 同 理 取 了, 一 ”2s 可 以 证 明 2 和 
一 204 一 7))。 利 用 s1,，ss，…，ss 的 相互 独立 性 ， 林 得 

| ， | n 

. 
3 5 
e/a 
| 2r 2 一 人 | Hr 


一 | 
利用 定理 2.25 可 检验 独立 同 分 布 样本 观察 值 x， xz …， 


* 1 


%。 是 理 来 自 指数 总 体 ， 其 基本 作法 加 下 : 
(1) 将 样本 观察 值 x,，x。，。…，x。 按 大小 顺序 扒 列 
下 由 入江 辆 续 污 和 A 
(2)》 联 六 一 0 分 别 计算 5 二 (4# 一 让 十 1 (Xn 一 这 wn 


i=1， 2， ,及 下 值 ， 其 中 r=[- 开 |， 


r 和 
Ds) Ds 
[| =r+t1 
下 一 r nr 


《3) 对 于 给 定 的 水 平 a ， 若 上 述 玉 信 薪 入 区 间 (Fws(27， 
2 Cn 一")), ies(2 7 ,2(n 一 r+)) 内 ， 则 在 水 平 k 上 接受 Ho 
认为 上 述 样本 来 自 指数 总 体 ， 否则 拒绝 及 ，. 

上 述 方法 称 为 严 检 验 法 ， 对 于 错 数 模型 的 分 布 拟 合 度 检 验 ， 
除开 检验 法 外 ， 还 有 图 检验 法 ，KK-S 检验 法 , A-D 检 验 法 等 等 ， 
可 参阅 文献 [ 2 ]。 

2z， 参 数 估计 

对 于 给 定 的 指数 总 体 8 一 PCx) 一 1 一 ez，x220， 可 用 
极 大 似 然 知 计量 


六 和 


71=1 
来 作为 未 知人 参数 奈 的 估计 值 ， 这 是 由 于 其 似 然 函数 为 
一 已 wz 
i =1 


Za as oo xm 4)= [| fw 4)=4 0 


f=1 
取 对 数 有 


rt 
lnLn(x;, ey 1) 一 中 有 4 一 下 2 尖 
j=1 
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解 方程 二 laLn(x i 41 二 0 可 得 


(二 ) Poisson 流 检验 


对 于 一 个 给 定 的 顾客 流 ， 为 检验 其 是 否 为 Poisson 流 ， 通 常 
可 采用 如 下 两 种 方法 ， 《1》 定 时 结束 检验 法 ，(2 ) 定数 结束 检 
恰 法 ， 它 们 根据 的 蚌 如 下 原理 。 

引 理 2 .21 设 |， U,, ws 0 独立 同 分 布 ， U ,在 (9， 1) 
上 的 鲜 分 布 ， UU yD 为 U,, U,, a 7 的 顺序 
-统计 最 。 则 (Un U2) ns 局 有 联合 密 虚 


了 人 1) = 0 1 


证 明 注意 到 UU, 有 分 布 密 度 f GD)=1/1, ECD0, f+), 
了 一 1， 2，…，#。， 并 利用 引 至 2.19， 即 可 得 证 。 口 

定理 2.22 设 {M(1)，+ 守 0 为 参数 4 的 Poisson 流 ， 其 
中 af1 表示 (0， 上 ?内 到 达 系 统 的 顾客 数 ，*。 家 示 第 rt 个 顾 
容 的 到 达 时 刻 ， 则 在 巨 知 六 (1) = 的 条 和 途 下 ， {si So， pq) 
与 (Up Uw ) 同 分 奉 ， 其 中 有 委 区 科 Lo 是 
下 {0， fy 上 独立 且 司 均 句 分布 的 兽 机 忘 量 U，U,，:…，DU, 的 
的 序 统 计量 。 即 在 村 (ff ) = # 的 茶 件 下 ，(s14，54，… sw) 有 联 
全 密度 

1 


fl ys es = 0 ENE 


证 明 出 于 s1 ss 故 可 取出 与 足够 
站 的 hy>0(7F=1, 2, 如 ), 使 涨 足 


" 7188 . 


Lt < 十 上 | < + 


nt 
利用 Poisson 流 的 构 率 特性 有 
p( 门 《AS 二。 一 "| 
了 = 1 
p( weo- 0 ， 门 人 tk) 一 了 


1 = 1 


fn) = 0 )}, Nts in+t+h,!= 1 A = | 


TH CARre er) 了 OM ,Abe 


四 
5 


Em ( TT hy 和 
于 是 对 任何 0 it， 在 


下 人 fa， ey f,) 


闪 
»( NN sth M+ 


一 ， = 卫 
下 dl. 丰 反正 
了 
雪 ， 
Pp{ 门 (sty+ hy), Yi) 一 天 | 
im ， i 2 . . 加 | 
Pa TI spouct)=n) 
Jl 
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=- lim | = 如 


exh 首 | ~ 1 
fi 一 -一 一 六 
+= 1 


定理 2.25 设 iM( #1)，1 完 01 为 参数 4 的 Pojsson 流 ， 5 
表示 第 # 个 顾客 的 到 达 时 刻 ，M (CE ) 表示 在 10， 1] 内 到 达 系 
统 的 顾客 数 。 则 在 s,= 的 条 件 下 ，s，s， sw 与 在 (0， 
f ) 上 独立 生 同 均匀 分布 的 随机 变量 UU ……， Li 的 顺序 
丢 计 有 量 避 so … 和 < 有 相同 的 分 布 , 即 在 ss= 的 条 
人 忻 下 ，(su gs， …， sw 有 联合 密度 


8 its tuys es fji|So 一 1 一 人 二 0， 0 匀 有 扫 相 < 


f° 


lt 

证 明 与 定理 2.22 完全 类 似 ， 在 此 从 瞳 ，。 

1，Poisson 流 的 定时 结束 验 检 

利用 定理 2.22 可 获得 如 下 的 Poisson 流 定时 关东 检验 法 ,其 
基本 作法 如 下 : 

(1) 对 一 个 顾客 流 ， 首 先 确定 一 个 较 大 的 观察 结束 时 刻 f， 
然后 观察 在 时 间 间 隔 C0， + 3 内 到 达 系 统 的 顾客 数 ， 记 为 nn ， 养 
记录 其 相应 到 达 时 刻 ， 设 为 ss 之 人 之。 


C3) 计算 辽 一 “二 y "二 


了 = 
(3 》 对 于 给 定 的 水 平 &， 由 NC 了，1》 家 可 查 汉 出 & 分 位 
点 zuws， 若 上 述 计 算 的 这 落 在 区 间 ( 一 = wr，z ws) 内， 则 在 9 水 
平 下 接受 如 ,， 即 认为 上 述 样本 来 自 Poisson 流 总 体 ， 或 认 为 所 
观察 的 后 客流 可 确认 为 Poisson 流 ， 否 则 ， 风 指 绝 Hi。 
上 述 方法 的 原理 是 明显 的， 这 是 由 于 车 没 Hu MCt), 1 字 
六 为 Poisson 流 ， 则 由 定理 2,22 央 (81， 5 5】 与 (Us 
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Eco， a Uw) 有 相同 的 分 布 ;其 中 U6 人 Usy 各 帮 Uwm 是 UU 
U,, Wp U, 的 蚁 序 统 计量 ， 而 U, Ls, 四 U, 独立 同 移 鲜 分 


有， 并 有 所 (UD 一 和。 人 0 一 二] .过 到 加 人 与 
\ 

n 加 
Bo (了 一 症 2 不 一 定 相等 ,但 却 有 六 Ui= 2 Ui， 


了 = i 


哉 当 # 较 大 时 (7# 守 6) 由 中 心 极 限定 理 可 得 


丛 
一 一- 1 ll. 
U= + = nt Da Us 9 | 
pT 了 1 
te i 
-7 
1 = 


浙 近 于 N(0， 1)。 于 是 对 给 定 的 水 平 4， 世 zw; 为 标准 正 态 变 
量 U 的 双 侧 4 百 分 信 点 ， 即 应 有 
POUUI>s0) = a 

2，Pojsson 流 的 定数 结束 检验 

利用 定理 2.23， 可 获得 Poisson 注定 数 结束 检验 法 ， 其 基本 
作法 如 下 ， 

《1 ) 对 一 个 顾客 流 ， 首 先 确定 一 个 较 灰 的 数 m， 然 后 观 赛 
并 记录 顾客 相继 到 达 系 统 的 时 鹿 s<<ss<< so。 

(2) 计算 


Cai 
1=1 


oi | -二 


“3) 对 了 于 结 定 的 水 平 &a， 由 NC(0，、12) 次 双人 向 a 百 分 位 成 
zz 着 上座 计算 的 5 落 在 区 间 ( 一 20;， Zero 内 ， 则 在 水 平 下 
接受 晶 。 即 认 为 所 观察 的 顾客 流 为 Poisson 流 ， 否 则 , 皂 绝 天,。 


"19 : 


有 关上 述 检 验 法 的 正确 性 理由 与 定时 结束 检验 法 类 侯 ， 丰 此 
从 略 ， 

例 2.9 茶 工 厂 有 大 批 同 类 机 床 ， 机 床 发 生 故 障 可 视 为 颐 客 
执 到 达 ， 现 对 该 故障 流 作 定 数 结束 统计 检验 ， 肥 1# = 二 6， 江 记 水 
到 故障 的 相继 发 生财 刻 分 别 为 

194， 209, 250, 279，312，493 (小 时 》 

斌 以 水 平 ax =0.05 来 判断 该 故障 说 证 否 为 Poisson 流 ， | 

解 取 & 一 0.05， 查 表 得 双人 删 r 百 分 位 点 za 一 1.96 。 计 
算 当 二 一 6 时 


人 
v= 13C mC— ei >» 人 一 -00% 
1 二 1 


由 于 v 忆 (一 ].96，1,96)， 故 该 放 汪 流 可 认为 是 Poisson 流 。 


习 题 二 


1. 举 出 三 种 不 同 淆 型 的 排队 系统 的 而 于 (要 并 与 本 书 折 举 之 使 不 同 )， 
并 斤 册 该 系统 的 顾客 、 有 最 务 员 的 实际 含 多 名 及 该 系统 的 分 类 符 导 ， 

2， 设 顾 窗 到 达 过 程 为 Poisson 流 ， 平 均 到 达 率 4 = 2 人 /7 和 分。 (1 1) 求 到 
法 过 程 中 相 购 到达 邱 窜 的 平均 问 柄 时 间 , 《2 ) 来 第 四 个 到 达 系统 的 丫 窜 
其 到 达 时 刻 分 布 及 其 平均 值 。{ 3) 车 在 1 = 0 时 系统 是 空 的 ， 求 直到 上 = 
.20 委 时 为 止 已 到 达 系 统 的 平均 顾客 束 。( 4 ) 车 在 f =4 分册 已 到 达 一 个 磊 
客 ， 求 在 ! = 4 分 和 = 所 分 之 间 双 到 巡 一 个 顾客 的 概率 - 

3， 随 机 过 程 {m(f) 1 za 0} 有 状态 空间 1 =10，1，2},， 对 于 
四 侣 小 的 寻 ， 在 (7 ，+ NA 门 肉 发生 之 状态 转 称 密 度 不 依赖 于 时间 区 则 


:的 起点 上。 并 有 
(ar+l i=0, 1 


0 j= -1, f=1, 2 


a, A 人 0} 
1 该 移 机 过 起 是 什么 过 程 +(21) 写 出 该 过 程 的 外 湛 隆 ， 并 王 出 其 对 虚 
前 状 恋 转 末 图 。( 3 ) 访 过 牺 臣 二 有 统计 十 神话 bm PINUFY= j ) = Pr 
to 
: 莫 有 ， 则 于 出 其 统计 和 平衡 解 。 
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4。 齐 次 马 民 进程 {N (1)， 1 30 有 状 琳 空间 了 T=10，1，2，3， 


9 } 及 已 痊 阵 
~ 1 全 心 丰 
1 HL A- 0 A 站 A>0, iO0 
-和 = Hs v 一 六 一 各 0 
\ 用 HL D 一 上 必 ”>0, He>0 
0 Hs 0 0 — Hs 


(IT》 守 册 读 过 程 的 一 步 转 移 抵 阵 ， 泗 品 允 应 的 筷 术 转移 图 。(27 沪 对 
程 是 可 有 统计 于 衡 解 Hn PN CH) = 了 = 呈 ? 车 有 ,出 求 其 统计 平手 各。 


5. ， 某 电话 站 有 三 条 中 辟 线 - 每 小 时 平均 收 到 60 次 旦 唤 。 平 均 通 话 时 间 
为 2 分钟 。 试 求 在 统计 平衡 状态 下 《1 ) 任 一 时 刻 三 条 中 悉 线 才 占 用 站 报 
率 ( 它 又 称 为 系统 的 损失 福 率 ) 故 每 条 中 继 缆 的 负 狂 ? = 到， 其 中 沿 中 
继 线 数 ， 工 为 该 系统 中 继 强 平 约 十 用 数 。 (2 ) 和 欲 钙 系统 的 损 撩 鞍 关 小 
于 0.01， 试 问 此 时 中 继 线 座 增 可 到 儿 条 ? 并 计算 在 此 情 语 下 坏 痊 中 继 线 的 
负荷 ? 。 

6 考虑 一 个 于 /MAS7 8 系统 ， 每 分钟 平均 有 4 个 膨 容 到 法 ， 对 每 个 
而 客 国 平均 服务 村 间 交 站 .5 分 。{1) 求 该 系统 的 有 效 到 达 康 (六 称 系 统 的 
绝对 通过 能 力 )ave 及 每 个 顾客 的 平均 带 留 时 间 了 五. (2 ) 许 上 述 系 锭 的 版 务 
钢 则 钳 三 个 最 委员 并 行 服 务 改 为 互相 大助, 即 香 有 一 个 题 客 进入 该 系统 于， 
别 三 个 服务 员 将 癌 时 为 该 夺 客 服务 直到 结束 。 营 其 他 参数 不 变 ， 求 新 系 统 
的 4e 与 瑟 。 (13 )》 洲 以 如 为 目标 函数 ， 并 希望 i 愈 六 您 好 ， 问 应 选择 下 一 
种 服务 规划? 叉车 以 画 为 目标 淫 数 ， 并 希望 所 部 小 人 鳃 好 ， 则 于 应 寺 择 嘲 一 
种 服务 规划 ? 并 解释 为 什么 服务 员 相 耳 和 大助 后 ，1 会 增 大 ， 而 环 会 减少 的 
理由 《“ 捉 示 ， 上 上述 服 务 员 相 互 帮助 之 规 网 ， 训 看 作 一 个 服务 小 组 以 34 之 
速率 为 顾客 服务 ， 其 中 忆 为 每 个 服务 员 菌 半 均 速率 。 

?7， 某 单位 电话 交换 侣 和 一 部 200 门 肉 线 的 总 厅 ， 已 知 在 上 班 时 间 汐 ， 
有 20%% 内 钱 芝 机 平均 每 40 分 钟 要 -一 次 外 线 上 电话 ，80 包 内 线 分 机 平均 每 二 小 
时 轰 一 次 外 线 电 话 ， 当 接 道 后 平均 通话 圭 闻 汶 3 分钟 叉车 从 外 单位 打 求 
欧 电 话 晕 唤 率 为 平均 每 分 钟 一 次 ， 而 接 通 后 的 平均 通 请 时 间 亦 为 3 分 钟 . 
车 设 以 上 欧 相 继 到 达 呼 喷 问 隔 政 通话 时 间 区 服 其 负担 数 分 布 ， 且 不 海 虑 外 
单位 打 来 电话 财 内 妈 是 否 占 由 以 及 分 视 打 虑 话 时 对 方 是 再 占用 等 情 呈 。 试 
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求 刘 外线 电话 接 谴 窜 大 于 %5 皮 的 指标 下 中 话 变换 会 应 没 凑 的 外线 数 。( 提 
去， 利用 “克扣 独 充 的 Poissor 流 之 迄 却 租 为 浪 松 流 ” 的 结论 }。 

8， 某 电视 修理 部 有 一 各 忠 规 机 能 型 工 ， 每 天 工作 八 小 时 。 今 设 要 求 修 
理 尼 泛 机 的 质 客 到 达 过 程 为 Poisson 戎 , 竹 天 平 多 送 来 10 台 需 收 理 的 电视 机 。 
通 班 工 秘 开 一 台 碟 视 机 所 耗 况 的 修 介 时间 服从 负 指 数 分 布 ， 平 均 修 理 几 问 
海中 分 钟 。(1) 该 排队 其 统 能 委 达 到 统计 平衡 ， 为 什么 ? (23) 车 能 达到 
统计 平衡 状态 ， 试 求 出 在 统计 平衡 状 夸 下 的 平均 队长 ， 定 均等 得 耻 长 以 及 
电视 所 的 平均 得 修 时 间 。( 3 3 求 储 理工 每 无 中 的 平均 空 入 时 间 。 

9， 考 圭一 个 MM/ 用/ /mm 系 统 ， 其 平均 到 达 率 为 4 法。， 对 顾客 的 平 
物 服 务 时 间 沟 178 之 并 有 P= 1peac 1 ， 埋设 en 下 示 索 统 达 到 统计 
平衡 状态 时 平均 空 闪 的 服务 员 数 ， 试 证 明 有 等 式 co= c (1 -Pe}， 

10， 设 时 AU 1 品系 统 的 平 风 到达 率 为 {> 4) 平均 服 务 率 为 上 * 疡 
和 ， 试 求 么 统 达到 统计 并 街 状态 后 顾客 在 该 系统 内 的 逗留 时 人 间 分 布 。 

1。 基 全 理 店 有 一 台 检 洲 机 为 顾客 提供 服务 ， 它 对 顾客 所 所 带 的 器 呐 
进行 检 柳 ， 其 检 眉 时间 服 从 正 乔 作 布 ， 半 均 检 杉 时 间 为 6 分 钟 ， 方 束 oz = 
1 7 8 小 时 *。 设 顾客 的 到 达 流 为 Peissca 流 ， 平 均 到 达 率 1 = 上 人 /小 时 , 试 . 
求 在 统计 平衡 状态 下 ，〈1 》 该 店内 的 平均 队长 与 平均 等 待 队 长 ，(2) 顾 
客 的 平均 等 待 时 浊 与 平均 逼 留 时间 。 

12. 茶 工 厂 有 一 扒 数 量 较 大 的 机 斋 ( 可 视 作 oo 全 机 器 )， 和 器 的 故障 
到 这 流 为 Poisson 禄 ， 平 均 色 达 率 为 4 六 0， 工厂 有 一 个 静 理 组 负责 修理 
发 生 故 由 的 林峰， 屋 竺 理 时 间 为 一 般 分 布 ， 旧 者 次 玫 理 相互 独立 ， 昱 均 由 
理 时 间 为 1 /+ 六 0。 和 丈 再 组 所 上 只 具有 不 同 效果 的 三 种 操作 方法 中 选择 一 
种 ， 忆 使 其 平均 等 待 时 间 为 最 小 ， 问 宪 膝 用 条 种 操作 方法 ?其 中 ， 当 采用 换 
作 方法 工时， 将 使 修理 时 间 标 准 你 o 与 平均 表 理 时 间 互 (v ) 和 相等， 当 采 用 
可 作法 时， 有 o = 一 一 忆 (v)， 当 果 几 操作 法 四 对 有 0 ~ 9。 

13. 考虑 一 个 单 服务 员 排 队 泰 统 ， 浴 顾客 输入 过 程 为 Poisson 流 。 平 埋 
到 达 率 为 4 半 0， 对 每 个 显 客 的 平均 服务 对 间 E (5)= 17&8>0， 其 服务 
时 站 兹 概率 分 布 可 为 ， 定 长 分 布 ; 负 指 数 分 布 5 睛 阶 Frlang 分 布 ，(1) 分 
则 求 上 出 每 个 夺 和 窒 在 上 述 和 又 统 中 接受 不 同 的 三 种 服务 分 布 时 所 需 的 平均 等 香 


时 间 y 5。 (2) 设 。 = 局 57， 它 称 为 服务 机 构 的 效 诈 ， 显 然 。 意 小 ， 服 
务 效 罕 鳃 诺 。 若 以 ep，ew，ea4 分 别 表示 该 杀 统 在 上 述 三 种 不 问 概率 分 布 
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时 的 服务 机 构 效 率 ， 试 证 明 有 关系 式 ， 


EM = ZE nm Fr, = en 


li 
poo 

i 记 ， 和 用 用 /1 /mm 系统 的 Pollaczek 一 unens 公式 求 时 /51 7 2 本 
统 的 平稳 状态 概率 Ps 的 母 函数 以 及 统计 平衡 状态 下 进入 系统 的 顾 容 之 等 律 
叶 阐 的 工 - 5S 恋 挤 . 

15， 考 虑 一 个 村 /时 /品系 统 ， 顾 客 到 达 流 次 Poissnn 流 ， 平 均 到 和 达 索 为 
4 六 0， 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 zl， va，… 狂 立 同 负 指 散 分 布 。 平 均 服 务 
率 为 上 有 足够 名 个 服务 员 《以 至 可 大作 》)， 故 不 会 产生 排队 等 待 更 和 象 
刘 达 芝 程 与 服务 过 程 相 互 独立 , (1 》 建立 描述 该 系统 队长 的 随 帮 过 程 ， 讨 
论 该 过 程 的 概率 特性 《主要 讨论 坊 历 性 ) 。( 2 ) 求 该 系统 在 稳定 状态 下 的 队 
发 分 布 及 平 饼 队长 。 

16， 两 个 修理 下 人 春 管 五 台 机 器 ， 每 台 机 捧 的 正常 运转 时 间 《寿命 相 
互 独 立 县 同 负 指数 分 布 ， 平 均 寿 傅 汐 20 分 钟 ， 两 个 工人 技术 相同 ， 对 评 合 
机 器 的 束 理 时 间 亦 相互 独立 并 服从 负 指 数 分 布 ， 平 均 修 型 时 间 为 15 分 名 
机 器 寿命 与 修复 时 间 相 互 独立 ， 且 修好 的 机 器 其 概率 等 性 与 新 机 器 一 详 ， 
当 崇 系统 运行 足够 大 时 间 车 ， 试 求 ，‘ 1) 责 个 修理 工 都 空闲 的 报 宁 ， 恰 有 
一 个 修理 工 空 用 的 福 率 ，1 2 )》 等 竺 修理 的 机 器 的 平均 数 及 机 器 鸣 利 用 举 
= a/ 由， 其 中 以为 机 脆 数 ，s 为 统计 平衡 状态 下 任 一 时 刻 让 常 运 转 宙 器 
的 平均 数 。( 3 ) 平均 忙 的 工人 数 ? 及 工人 的 提 作 效率 7? = 5/e， 若 中 为 
工人 人 数 。 

17， 一 个 工人 看 管 严 台 自动 机 床 《 四 1)， 当 机 床 发 生 故 障 而 税目 运 
转 时 ， 衬 即 由 工人 来 负责 态 理 ， 若 当 机 记 盘 生 故 障 时 ， 该 工人 正在 侯 理 其 
他 损坏 的 机 床 ， 则 该 机 床 只 能 敌 荐 上 能 更， 他 设 每 台 科 成 的 修复 时 间 服 从 党 
数 为 8 污 少 的 负 指 数 分 布 ， 避 人 台 机 标的 亚 命 服从 全 数 为 4 污浊 的 倘 迭 交 分 
布 : 名 育 机 康 在 性 何不 同时 间 区 闻 内 的 工作 与 修理 是 相互 独立 的 ， 没 .下 
示 自 时 刻 + 开始 将 现 有 的 已 处 于 换 环 状态 的 抽 床 全 部 契 复 所 需 的 总 收复 时 
闻 (在 t+ 时 刻 后 新 损坏 向 床 的 收复 时 间 不 计 在 内 )。 试 求 在 统计 平衡 状态 下 
总 修复 时 间 也 , 的 分 布 画 歼 及 平均 总 政 复 时 间 EE (FW). 

'8. 一 个 数据 处 理 系统 ,其 数据 到 达 流 为 Poissoa 流 ,平均 到 达 率 和 ?个 / 
称 、 系 统 有 一 数据 处 理 串 宰 行 对 数据 的 处 理 与 其 工 ， 处 理 与 所 工时 间 时 从 
负 指 束 和 分 布 。 其 处 理 方 式 为 ， 闭 在 开始 处 理 的 用 向 ， 桑 统 仅 有 一 个 数 固 , 则 
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对 数 活 的 平均 处 理 时 间 为 4178 秒 ， 潜 此 时 系统 有 二 个 或 二 个 以 上 上 数 导 时 ， 
则 本 以 一 次 好 理 两 个 数据 ， 其 平均 处 理 有 时间 为 1 /2 秒 ， 设 系统 容量 为 3 。 
(1 》 娃 室 描述 该 系统 状态 特性 的 随 拉 过 程 ， 写 出 其 状态 空间 ， 画 出 该 系统 
的 状态 转移 图 ，(3》 涯 斯 息 随 向 过 原 能 否 达 动 统计 平 怖 ， 并 说 明理 由 . 
(3) 和 并 求 稳定 状态 下 的 队长 分 布 与 平均 队长 。 
- 县 输入 控制 的 时 /de yc 系统 ， 设 顾客 的 到 达 为 Poisson 流 ， 平 
二 过 刘 为 14>0, TT 上 六。 当 闫 客 可 适时, 水 


系统 队长 为 上 ， 则 头 制 中 心 控制 该 师 客 以 元 T+ 0 (4) 的 概率 进入 系 


统 。 其 他 假设 司 MH/ 可 /ec /mw 系统 。(1) 建立 措 述 该 系统 状态 的 随机 过 
程 ， 讨 论 该 过 程 的 站 万 性。( 2 》 求 该 系统 在 稳定 状态 下 的 队 长 分 布 与 平 
这 等 待 队长 ， 并 证 明 当 “= = 1 时 有 稳 态 队长 分 布 


癌 开 


1 Po N=1, 2, :vv, Po=e?, 其 中 p= 一 


Pr = 


Ls= nn +r"—1 
， 一 排队 系统 由 两 个 子 系统 串联 构 戚 。 子 系统 申 与 也 系统 芝 对 磋 客 
的 服务 时 间 分 曾 服 从 全 数 过 刘 与 &; 守 全 的 负 指 数 分 布 ， 姐 系统 容 辕 沟 
为 1， 设 状 客 以 Poisson 波 糙 村子 系统 呈 ， 平 殉 到 这 率 4 半 了 8。 当 左 窜 在 
闻 和 双流 昌 了 服务 完毕 后 ， 如 果 此 时 于 系统 乙 空 闻 ， 即 立即 进入 接受 服 务 ， 否 
则 只 能 停留 在 于 系统 甲 ， 从 而 使 四 系统 的 服务 无 法 妾 续 进行 ， 直 到 该 顾 客 
进入 元 系统 时 方 能 恢复 服务 《此 移 泡 科 坏 状态 )。 若 设 系 统 对 各 子 系统 内 顾 
千 的 服务 插 瑟 好 立 。 邓 与 顾客 到 达 亦 独 空 , 《1) 建立 描述 该 系统 状态 的 随 
窜 过 程 ， 并 讨论 其 遍历 性 。12) 求 平稳 状态 下 的 系统 状态 概率 及 当 内 = 种 
= 上 时 的 平 雹 从 长 。( 引 ) 求 顾客 到 达 系 统 时 由 于 得 不 到 服务 而 消失 的 概 术 . 
21， 考 碟 -- 成 批 到 过 及 ?Mi 1 oo 系统 ， 其 顾客 到 这 为 Poiston 流 ， 
平均 到 过 率 为 i 半 0。 但 每 一 到 达 暑 刻 不 是 到 一 个 而 是 到 外 沾 上 顾客、 其 他 
特性 与 于 /对 /1 /mw 系 纹 相同 。 试 求 当 P < 之 1 时 (1) 系 统 在 统计 平衡 状态 下 
数 苇 分 布 1Po。m = 和，T，… 让 的 柑 摧 数 避 (x*}。 {23 求 平 沟 队 搓 厂 。 
22. 征明 Peisson 流 定数 销 束 窒 恰 的 定理 2.23, 
23. 对 一 手电 器 恋 备 进行 布 试 ， 首 先 靖 定 在 [54 ，5 从 小 时 } 内 进行 狼 
试 ， 并 测 得 其 相 屿 漳 达 故障 间隔 收 次 为 
[5， 29。 33， 41，。 181，194 【小 时 ) 
试 判 断 王 电器 设备 区 障 流 是 否 沟 Poisson 流 ? 
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第 三 意 系统 可 靠 性 数学 理论 


产品 质量 的 高 低 长 期 以 来 是 生产 部 门 和 消费 部 门 所 关心 的 蛋 
了 要 问题 之 - -, 衡 基 产 品质 量 高 然 的 指标 有 技术 性 能 指标 .可靠 性 指 
标 等 。 其 中 技术 性 能 指标 用 来 反映 产品 所 具有 揭 技 术 水 平 ， 区 计 
算 税 的 字 长 、 容 其 、 运 算 速 度 等 等 ， 而 可 靠 福 指标 则 反 鲜 产 站 维 
近 良 好 斤 能 的 持 和 能力， 或 表达 产品 经 刀 耐 用 的 程度 ， 如 电视 玉 
能 满意 地 虱 昼 改 必 小 时 不 出 故 泣 等 等 。 可 靠 性 指标 的 重 资 性 对 本 
某 些 少 型 产品 如 息 视 机 、 收 音 机 等 是 人 所 共 知 的 ， 然 而 真正 引起 
大 们 豆 袖 的 则 是 大 昼 偶 杂 系 统 的 出 现 ， 所 谓 系统 ， 粗 略 地 说 是 指 
完成 某 神 特定 功能 的 由 一 些 基 本 部 途 组 成 的 整体 。 对 于 一 些 大 型 
复杂 系 练 ， 如 计算 机 系统 。 人 造 卫 量 系 统 ， 通 信 系 统 等 等 ， 组 成 
系统 斤 望 竹 ( 束 元 器 件 ) 的 失效 不 仅 损 坏 其 本 身 ， 而 且 也 往往 会 
损坏 全 型 这 些 元 器 件 的 一 些 更 大 的 设备 战 系统 。 因 此 ， 如 何 提高 
系统 的 要 靠 狂 已 成 为 生产 和 军事 作战 部 门 记 迫切 需要 解决 的 亲 
题 。 于是， 系统 可 靠 性 理论 的 研究 也 由 此 得 到 了 迅速 的 发 展 . 目 
前 ， 系 统 可 靠 性 理论 包括 三 个 方面 ，{ 1 ) 可 靠 人 性 工程 ， 它 是 研 
宽 为 提高 系统 可 靠 性 所 需 采用 的 各 种 材料 、 工 艺 与 设计 等 理论 ， 
《2 ) 可 车 性 管理 ， 它 是 研究 为 提高 系统 可 靠 性 所 采取 的 在 生产 
管理 中 的 各 种 措施 的 理论 〈《3 》 可 靠 性 数学 ， 它 是 研 究 为 分 析 
系统 可 靠 性 而 运用 的 各 种 数学 分 析 的 理论 ， 可 些 性 数学 理论 起 源 
于 本 世纪 三 十 华 代 ， 最 时 研究 的 领域 用 机 器 维修 问题 和 材料 指 疤 
劳 寿 命 问题 等 。 目 前 ， 计 算 各 种 楼 型 的 系统 可 靠 度 、 讨 论 各 种 模 
型 的 最 优化 问题 《如 景 优 维修 策 路 、 更 的 策 蜀 等 )、 可 靠 度 的 分 
配 与 硕 测 、 以 及 可 靠 性 统计 构成 了 可 靠 性 数学 理论 的 主要 部 分 、 
本 章 将 介绍 其 中 的 一 部 分 内 容 。 
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$5.1 评定 产品 的 可 靠 性 指标 


由 于 产品 《部 件 、 设 首 、 系 统 ) 性 质 的 不 同 ， 评 定 产品 的 可 
靠 性 指标 也 有 所 不 同 ， 民 下 公 介 绍 不 可 修 产品 与 可 修 产品 这 两 类 
的 主要 可 靠 性 指标 ， 


(一 ) 不 可 修 产品 的 可 靠 性 指标 


不 可 履 产 品 是 指 产 品 失效 以 后 不 进行 任何 维修 ， 或 失效 以 后 
就 废弃 的 产品 。 产 品 和 失效 久 后 不 维修 而 度 弈 的 原因 可 能 是 多 种 多 
样 的 。 有 的 产品 技术 上 不 便 进 行 维修 ， 坏 了 只 好 将 其 废弃 ， 有 约 
产品 低 价 易 耗 ， 进 行 维 修 经 济 上 不 合算 ， 还 有 的 产品 ， 仅 能 使 用 
一 次 ， 因 此 根本 不 存在 维修 的 问题 。 不 可 收 产 品 的 主要 可 党 性 指 
标 有 ， 产品 的 寿命 分 布 与 可 靠 度 、 平 均 寿 命 ， 失 效率 等 。 

1， 奉 命 分 布 与 可 靠 度 

产品 从 时 刻 0 处 于 完好 状态 开始 直到 进入 失效 状态 所 经 历 的 
针 间 称 为 产品 的 寿命 。 易 知 产品 寿命 二 为 非 负 随机 变量 。 其 分 布 
育 数 F(x ) 二 了 PLEA %) 称 为 产品 的 寿命 分 布 ， 而 产品 在 时 刻 
1 的 生存 概率 RR(1)= P(E 六 1) 二 1 一 FC(1) 称 为 该 产品 的 
可 靠 度 函 数 或 可 靠 度 。 因 此， 可 靠 度 也 可 定 尽 为 产品 在 规定 的 
条 仁 下 , 在 规定 的 时 间 内 , 完成 规定 功能 的 丢 率 。 其 中 “规定 的 条 
件 ” 通 常 是 指 产 品 使 用 时 的 环境 条件 , 匀 存 条 件 等 等 ; “规定 的 时 
间 ” 通 常 是 指 产品 需 使 用 的 时 间 ， 而 规定 的 功能 通常 是 指 产 品 的 
主要 技术 性 能 ， 

2， 失 效率 

车 产品 寿命 二 的 分 布 函 数 为 下 《1 )， 概 率 密度 (+1) 存在 ， 
齐 + 时 启 产 品 的 失效 率 【或 故障 率 ) 定义 为 
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了 


A DT FI Re 


对 EfiFi1i)<1} 

| 《3.1 
4f1: 有 如 下 弓 率 含义 1 车 产品 正常 工作 一 直到 时 刻 1, 则 它 在 
(1. 二 AD 中央 效 的 概率 为 


mf tA + 
TF ACEDAt 


因此 当 Al 很 沾 时 ， 1 (14At 表示 该 产品 在 上 以 前 正常 工作 的 条 
性 下 ， 在 《Ct，f 了 十 A 中 央 效 的 概率 。 由 于 


dF(t) dt 
f(t) -人 
区 由 3.1) 起 可 得 
FT 1 d 有 LE C3.2) 


1 RI di 


如 果 产 品 在 开始 使 用 时 是 好 的 ， 即 及 40)= 1 ， 抽 上 由 (3,2) 式 
可 解 得 
R(t1)=exp 全 人 1 (ad (4.3) 
由 (3.2) 式 与 《3.3) 式 可 知 ， 产 品 可 毛 度 与 失效 率 是 一 一 对 应 
的 。 
3， 平 均 寿 命 


产品 寿命 二 的 期 望 值 瑟 (& ) 称 为 平均 寿命 . 记 作 MTTF 
(Mean Time Ta Failiarey。 平 均 寿 命 与 产品 可 靠 麻 有关 共 式 


EC 一 全 ROL yd 
这 关押 于 
五 (ED 一 人 idF( 1 )= 们 全 ad 1 
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(二 ) 可 修 产 品 的 可 靠 性 指标 


机 太 产品 是 提 产 品 失 效 以 后 ， 可 以 进行 修理 或 更 的， 从 而 使 
其 揪 复 原 有 功能 的 一 娄 产 品 。 对 主 可 修 产品 、 我 们 常 将 产品 失效 
称 为 故障 ， 显 然 可 修 产 品 的 时 间 历 程 表现 为 如 图 3-1 所 和 示 的 于 党 
与 故障 交替 出 现 的 过 程 。 其 中 6 与 yi 分 别 表 示 第 i 次 工作 的 工作 
洗 傅 与 第 i 次 破 汪 的 修 治 时间， 


1 J 
一 -< 
© KOKIHAAA HK AX KO — 
ed 
后 届 € 
匡 3-1 


可 和 履 产 品 的 主要 可靠 性 指标 有 了 拥 时 可 用 度 、 稳 态 可 用 度 、 首 六 破 
隘 前 平均 工作 时 间 、 可 党 度 等 . 
1。 瞬 时 可 用 度 与 稳 恋 可 用 度 
由 于 可 多 产品 是 正常 与 向 赚 两 种 状态 交替 出 现 的 ， 因 冰 在 任 
何 时 刻 上， 该 产品 究竟 处 于 品 一 种 状态 是 人 们 关心 的 。 为 此 引进 
随机 恋 量 Cf )， 它 表示 tf 时 刻 产 品 的 状态 ， 并 规定 
| 
X(ti)™ 
0， 著 时 刻 产 品 故 嫂 
于 是 ， 产 品 在 1 时刻 的 胜 时 可 用 度 定义 为 
ACHIIE PAX 11) ECY(CI)Y (3,4) 
状 极 限 《= lim A( +) 存在 ， 风 称 A 为 产品 的 稳 态 可 用 度 ， 


2. 监 次 故障 前 平均 工作 时 间 与 可 和 焦 度 
注意 到 在 图 3-1 中 和 的 ft:，&,， 一 太 Y， Ye 一般 来 说 是 不 同 
仙 布 的 ， 因 此 对 于 首次 故障 前 工作 插 意 应 首先 予以 美 注 . 于 是 ， 
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车 设 产品 首 光 故障 前 工作 时 间 5 的 分 布 为 五 一 已 RS 
则 首次 故人 辜 前 平均 工作 时 间 【 记 为 MTTFF) 定义 为 
MTTFF= ECED— {© tq +) 
而 产品 的 可 各 度 则 定义 为 
Rt)= P(E>1)= 1 —F(C1) 
它 表 示 可 入 产品 在 CT ， 下 3 时间 内 正常 工作 的 和 概率， 这 上 与 不 可 个 
产品 可 洁 度 的 定 久 是 基本 一 致 的 ， 
可 修 产 品 的 可 靠 性 指标 除 上 述 隔 时 可 用 庆 、 稳 态 可 用 旗 、 洁 
次 故障 前 平均 工作 时 间 、 可 千 度 以 外 ， 还 有 了 姐 时 故障 晤 度 、 蕉 入 
故障 频 度 .平均 故障 次 数 等 ， 它 们 从 不 同 的 角 麻 岂 发 描 人 这 了 可 个 
六 品 的 故障 状态 的 概率 特性 。 本 章 对 上 述 指 标 不 作 深入 换 讨 ， 有 
兴趣 妈 读 者 可 参阅 文献 3 Y。 最 后 要 说 明 一 点 ， 上 述 各 各 可 章 性 
指标 向 是 针对 产品 的 单 故障 模式 而 言 。 事 实 上 ， 在 实际 问题 的 可 
靠 性 分 析 中 .故障 状态 往往 可 以 不 直 一 种 ， 如 机 轻 元 件 可 分 为 轻 
没 政 涝 和 严重 故障 ， 开 闫 元件 可 分 为 开路 获 障 和 得 路 故障 等 ,有 
关 多 故 暗 模式 的 可 靠 性 指标 在 此 从 贾 。 


8 5.2 典型 不 可 修 系统 分 析 


所 谓 典 型 不 可 惨 系 统 是 指 组 成 系统 的 部 媳 尖 效 后 并 不 对 其 址 
行 维修 (如 修理 、 更 换 等 ) 的 系统 。 本 节 介 绍 帅 联 系统 、 完 余 系 
统 ， 贮 备 系 统 、 混 联系 统 的 可 靠 性 分 析 。 为 此 先 介 绍 可 靠 性 妈 沟 
框图 的 概念 。 

系统 结 榴 图 是 描述 组 成 系统 各 单元 相互 依存 关系 的 一 种 有 为 
工具 .这 种 相互 依 丰 的 关系 通常 有 两 类 ， 一 类 称 为 物理 关系 ， 这 
是 人 们 多 熟知 的 ， 另 一 类 称 为 功能 关系 也 就 是 每 个 单元 的 好 水 
对 系统 好 二 的 影响， 所 谓 系 统 的 可 靠 性 结构 框图 就 属于 后 者 。 沁 
-于 入 清 系 统 和 各 单元 之 间 的 功能 关系 是 研究 系统 可 靠 性 的 先 六 条 
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件 ， 汝 此 正确 绘制 系统 可 靠 性 结构 杠 图 是 重要 的 。 下 面 我 们 通过 
一 个 屿 -来 说 明和 狐 理 关系 与 功能 关系 的 区 别 ， 

例 3.1 在 电路 中 往往 设置 一 些 申 联 开关 ， 从 其 物理 关系 来 
需 . 其 系统 结构 图 如 轿 3-2。 然 而 这 些 开 关 在 电路 中 往 往 有 不 网 
的 町 途 。 若 其 功能 仅 是 为 了 接 通 电路 ， 则 需 三 个 开关 均 完 好 时 电 
小 才 问 接 通 ， 因 此 其 可 靠 性 结构 框图 如 图 3-3: 车 其 功能 是 为 了 
防止 电路 切 不 断 ， 则 只 需 一 个 开关 完好 (要 它 断 开 时 邮 能 瞬时 断 
形 ;， 就 能 切断 电路 。 此 时 的 系统 可 靠 性 结构 喜 如 图 3-4。 


KK KK Es, 
[i 
图 3-3 


图 3-4 
图。 8-5 


(一 ) 串联 系统 


所谓 申 联 系统 是 指 系 统 由 1 个 部 件 组 成 ， 击 此 # 个 部 件 中 放 
任何 一 个 部 件 失 效 均 特 引起 系统 失效 ， 申 联系 统 的 可 千 性 结构 框 
图 如 图 3-5。 今 设 第 i 了 个 部 件 的 于 命 为 5， 1 二 1 ，2，'"， 汉 } 
£，é，…， 莒 相互 独立 ， 在 初始 时 刻 t = 0 所 有 部 件 都 是 新 的 ， 
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县 所 时 开始 工作 。 以 下 求 该 共 统 的 出 靠 性 指标 。 

由 串联 系统 定 久 可知、 系统 寿命 上 应 等 于 各 部 件 寿 命 志 的 最 
小 者 ， 于 是 有 

责 [() 一 五 (站 ) 一 已 ! , in ti> 1) 


-| 
=Pplt>1, Err> 1, my t > ££) 
= [| PGé>10= TT BCE) 

i=1 i=1 


其 中 如 (++) 为 第 i 个 部 件 的 可 千 宾 。 
当 第 1 个 部 件 的 兴 效 率 汶 (Cf) 时 ， 则 由 (3. 名 式 知 系统 
可 靠 度 为 


REC)= 让 RiC 一 TI exp {— {shu an) 
i=1 f=1 
-< 上- 了 y wc 


i=1 
系统 的 失效 率 为 
40D= 一 全 -= 2 hit) {8.5) 
系统 的 平均 寿命 


MTTF= | ROD 人 exp 人 一 人 ACu da} 
若 第 # 个 部 件 寿 命 S 服 从 会 数 为 4 的 负 指 数 分 布 时 ， 及 然 襄 


总 
R(t)= cp|- 了》 i 
fi 1 


MTTF= 一 -2 
> 用 
= 1 
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膀 别 上 内， 当 上 述 各 角 指 数 分 布 的 参数 相册 时 ， 部 机 一 机 下 
一 4 一 4 时 。 还 有 
RE 一 -四 
| MTTF =- -二 


二 民生 诉 我 们 ; 由 # 个 相互 独立 的 相同 贷 指数 部 件 组 或 的 串 
联系 纹 山 ， 部 件数 # ， 失 效率 4 和 工作 时 间 1 三 者 对 毕 联 系统 可 
系 度 的 影响 相 问 。 因 此 ， 为 了 提高 串联 系统 可 靠 度 ， 采 取证 少 部 
件数 、 降 低 部 件 失效 率 或 缩短 工作 时 间 这 三 者 中 的 任何 一 项 措施 


二 ) 完 信 系统 


为 了 提高 系统 的 可 靠 性 ， 人 人 们 常 在 系统 上 增加 一 些 匀 余 的 部 
件 《〈 多 余部 件 除 去 后 ， 系 统 仍 能 工作 ， 但 可 靠 度 缀 下 降 ), 这 种 天 
法 在 工程 设计 中 称 为 完 余 法 ， 而 得 到 的 系统 了 世 称 为 元 余 系 统 ， 合 
期 飞机 多 安装 一 到 一 台 败 动机 的 原理 即 在 于 此 ， 常 见 的 元 余 系 统 
有 有 并 联系 统 、 康 决 系统 等 、 

I， 并 联系 统 

人 扩 说 并 聊 系 统 是 扒 系 统 由 4 个 部 件 组 成 ， 只 是 二 中 完全 右 一 
个 部 和 任 “ 天 效 ， 系 统 就 能 亚 常 工作 , 我 们 称 这 种 系 颖 为 首 联 系统 。 
若 际 系统 的 可 靠 性 结构 要 图 见 图 3-8。 设 并 联系 统 中 第 i 个 部 件 


» 204 。 


芍 寿 命 为 上 i 二 1 » 2 » "sy 1,， 着 假定 < < Me £,。 半 | 王 
独立 ， 旧 在 初始 时 刻 上 一 0 系统 中 个 部 件 都 是 新 的 ， 并 苛 时 开 
冶 工 作 。 以 下 求 该 系统 的 可 靠 福 指 标 。 
由 定 六 可知 ， 并 联系 统 的 寿命 6 应 等 于 各 部 件 寿命 &; 中 的 最 
大 者 ， 于 是 可 得 
Rii)=P(S>1)=P;: max > 1) 
1 
一 于 一 已 ( max Si) 
li 


.= 
= 1 Pit 11, Eass 站， ny ts ) 
用 
-1- [Pest 


1 = 1 


中 
一 1 一 [Ff ri ~ 1)) 19.6) 


若 第 i 个 部 件 寿 命 三 服从 参数 为 汪 的 负 指 数 分 布 时 ， 则 系统 
可 个 度 


f= 1 了 1 


me >» Er 
1 号 T 写 过 让 
路 十 r 一 1 1 Erist tt 
1] 三 卢 三 二 
十 ta 十 《一 i Yle rtet tA! 
洪 而 可 得 系统 的 平均 寿命 
tH 
MTTF= 的 t }di 一 - 上- 
TT » RCtYd 2 二 
1 i 
一 - 十 
1 号 ,2 网 十 而 


» 305 ， 


十 《一 1) 入 1 
《一 1) 下 


2 1 

+ 

畦 别 地 ， 当 上 述 负 指 数 分 布 的 各 参数 相等 时， 即 丸 一 加 一 … 一 加 
一 4 时， 系统 可 澡 度 为 


Ri 1 ~(1 ~e "mtedt(l 一 Er 一 (一 全 部) 


加 拓 
一 》) 人 eva el 
=D + 
nn 灶 _ 
= 7 (er -ceo 
E=1 } 


市 用 变量 置换 x 一 1 一 ee*， 当 #8 较 大 时 可 得 
MTTF= JR id 人 ca —(1 ~—e "dt 


1, 1 
ia TCT x 本 一 元 dx 
-人 (1 十 区 十 侈 十 民 二 "了 dd 交 


1 1 1 1 
(1 + 于 -++ + 一 ) 


~ n+ C ) 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 利用 Euler 公式 其 中 Euler 常数 6 二 
1.57712…。 由 上 式 可 知 并 联系 统 的 MTTF 将 随 着 部 件数 成 自然 
对 数 增 长 。 队 此 之 和 外， 并 联系 统 还 有 许多 独特 的 性 质 。 例 如 对 串 
联系 统 来 说 ， 当 部 忻 失 效率 为 常数 时 ， 由 (3.5) 式 郑 系统 失 将 . 
率 也 基 常 数 ， 但 并 联系 统 并 非 好 此。 以 两 部 件 并 联系 统 为 例 ， 若 
黄 个 部 件 的 失效 率 均 为 4 时， 由 “(3.6) 式 知 系统 可 靠 度 


RUfY= L260 —e 
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1 dRC1Y 3242 一 2 Ae™ 
开 dt ee 


上 上 式 说 明 ， 并 联系 统 的 和 失效 率 已 不 再 象 部 件 尖 效率 那样 是 党 狼 ， 
而 成 为 时 间 1 的 讽 数 了 。 此 人 外， 对 于 足够 小 的 1， 利用 近似 等 式 
2“ 导 1 一 机 还 可 以 得 到 


‘3.7) 


2 
Atrt) DE 2 
一 
Jim ACED)= lim a 1 
fo 1 一 


于 述 两 式 说 明 ， 并 联系 统 策 用 初期 ， 其 宛 作 特性 其 为 明 妃 ， 系 统 
失效 就 是 时 间 + 的 线性 函数 ， 即 随 戎 时间 的 增长 ， 其 失效 可 能 性 
将 您 来 请 大。 然而 ， 当 系统 运行 足够 大 冉 间 后 . 守 余 特性 将 消失 . 
此 时 二 部 件 并 联系 统 失效 率 与 单 部 件 失 效率 相等 . 

2.、 烷 决 系统 

系统 由 玉 个 部 忻 组 成 ， 代 当 # 个 部 慎 中 看 个 或 上 个 以 上 部 
件 正常 工作 时 〈 工 过 有 所 二 ) ,系统 才 正 常 工 作 。 或 忆 当 失效 部 件 
数 大 于 或 等 于 # 一 十 1 时 系统 方 失 效 ， 这 样 的 系统 称 为 寺中 取 
& 的 表决 系统 ， 记 为 有 AnTGY。 显 然 串 联系 统 是 nyniG) 系 
统 ， 耐 并联 系统 则 是 1/n{CG) 系统 。 /7 (G) 系统 的 可 车手 
系统 结 材 图 风 图 3-7。 稚 表示 第 i 个 部 件 的 寿命 ，s1，b ,6。 
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相互 独立 。 并 疫 初 始 时 刻 各 部 忻 全 新 上 是 同时 开始 工作 。 信 下 为 方 
便 起 抑 ， 我 们 侈 讨论 局 型 部 件 的 可 车 性 指 标 。 
设 各 同型 前 件 的 可 靠 度 为 RC +)， 则 根据 概率 论 知 识 及 及 / 
(QO) 系统 的 二 种 定义 不 难 求 得 
和 
RI- 了 (je —R,C1))" RC EY 
LE 
拓 
~ 了 ( je DT 一 RD (3.8) 
1 > 
车 设 N( It) 表示 《0，# 2 内 内 效 的 部 件数 ， 则 当 * 充分 大 时 ，. 
上 和 式 还 可 由 DeMeoivre-Laplace 定 理 作 近似 计算 。 这 基 由 于 
RI1)=P(0OEN(G1)Sn—h) 


pp 和 一 上 【 王 Rl t 3) 
Ti DCT 一列 ( 


LI 一 0f1 一 品 (C1)) 
VAR Ct) Rt)) 


nt)) 
RT RC ) 


< 


Btty 1 -2 
je VEE 人 
其 中 
a(t)= (IT 一 KoCt)》 


AR 二 


Hl Ri)) 
bi) RT RT 


于 是 ， 利 用 Laplace 函 数 表 即 可 由 (3.9》 式 计算 得 到 系统 可 舍 度 : 
ROE). 
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车 各 部 件 均 腿 从 参 教 为 人 的 负 指数 分 布 村， 由 (〈8.8) 式 知 


有 
一 


反 站 
Re 1 一 》) | | 让 1 一 er 


将 上 式 积 分 ， 并 作 变 是 屠 换 % 一 1 一 6 有 
ow 由 一 中 
: MTTF= | , RCOt)di= 2) 


站 三 性 


- (Ff -om 


f= 


当 & 较 大 时 ， 则 有 


扫 一 中 1 1 
MITF= 2》 (六 ac- i+1) 
i=0 \i 
下 一 
1 1 
本 2 mi 
了 二 站 
得 -i 
1 1 1 
A 2 1{ 2 四 


~ 一 Can+e 一 tn 一 1) 一 ce] 


~ 


天 ee 
+ 


(3.10» 


往 意 到 174 即 为 部 件 的 平均 大 命 ， 故 (3.10) 式 说明 当 所 较 大 
时 由 性 个 部 件 组 成 的 /A#(G)》 系统 的 MTTEF 是 单 部 件 系 统 的 


MTTF 的 la( 元 二 一 一 ) 信 。 


(三 ) 贮备 系统 


为 了 提高 系统 的 可 第 度 ， 除 了 多 安 奖 一 些 部 性 外 ， 还 可 肿 备 
一 些 部 性， 以 便当 工作 部 件 失 效 时 可 立即 由 峻 备 部 件 来 顶 殖 ， 这 
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种 系统 称 为 贮备 系统 。 贮 备 系 统 与 宛 余 系统 的 主 槛 区 别 是 前 考 短 
机 工作 ， 后 者 癌 和 机 工作 ，。 贮 备 系 统 又 分 为 冷 贮备 系统 与 沽 贮备 系 
统 两 种 ， 前 者 贮备 部 件 在 贮备 期 间 狂 能 不 变 近 ， 央 而 贮备 期 的 必 
短 对 以 后 使 用 叶 的 工作 寿命 没有 影响 、 而 后 者 贮 符 部 件 在 驻 备 期 
徊 性 能 要 变 坏 。 些 外 ， 当 工作 部 件 和 失效， 了 贮备 部 件 才 立即 转换 为 
工作 状态 时 ， 需 要 做 转 接 工作 ， 这 种 转 接 工作 可 以 用 人 工 进行 ， 
也 可 采用 开关 转 接 ， 于 是 又 可 分 为 开关 完 例 可靠 与 开关 不 完全 可 
靠 等 不 同形 式 。 

1 开关 完全 可 和 舍 的 冷 由 种 系统 

设 系 统 具 有 如 下 特性 ， 【1 ) 系统 由 于 个 部 件 组 成 ， 在 初 始 
时 刻 ， 一 个 部 人 镍 开始 工作 ， 甚 余 ? 一 1 个 部 忻 作 冷 福 备 ， 当 工作 
部 件 撩 效 时 ， 凡 备 部 件 伙 一 地 去 替换 ， 直 到 所 有 部 忻 都 失 效 时 ， 
系统 才 失 效 ,. 《2 ) 贮备 部 件 赫 换 失 北部 侍 的 工作 由 转 换 并 关 来 
宽 成 ， 转 换 开 关 是 完全 可 靠 的 ， 甩 转换 是 有 瞬时 完成 的 . (3) 9 
个 部 件 的 寿命 设 为 5，5t,，…，#。 它们 相互 独立 ， 且 分 别 了 从 
参数 为 4，4，…- 各 的 负 指 煞 分 布 【4D>0， 一 1，2， 
f )。 访 系统 的 可 靠 性 结构 图 见 图 3-8。 庆 下 求 该 系统 的 可 靠 性 扒 
标 。 


的 3- 


由 上 述 系 统 特性 ， 吻 知 系 统 寿 命 二 = 司 十 名 十 十 E 车 证 
与 81 的 分 布 密度 分 别 为 了 (tt) 与 C1 了 二 i， 2 "1, 
和 刀 应 有 


* 2i10 ， 


i 


了 【一 天 家 {3.11Y 
记 . 

Ps)= ef fs)= ef td s>0 
对 《3.11)》 式 两 端 作 工 变换 有 


Pa TH f(s) TT 3 
| 


1 = 1 


- 由 
其 中 
4 
er 一 Ep 一， 他 
和 = 1 
ei 


要 证 明 (8.12) 式 的 最 后 一 个 等 式 , 只 需 在 该 等 式 的 两 器 同 乘 * 十 
1， 可 得 到 


中 n 
A or A 
» [TE sist 


将 3 = 一 轴 代 入 上 式 两 端 ， 可 得 


i3ej 
由于 上 式 对 所 有 了 = 1 ，2 ，-…，## 者 成立， 故 证 得 (3.1 力 式 ， 
对 《3.12) 式 两 端 作 工 反 演 ， 并 注意 到 三 :| -二 二 ] 一， 
可 得 


了 ?一 y Ge 人 


i=1 
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或 有 


el 


FCOD= | fad 5) core 


t= 1 


nm 王 
- Do- Do 


i=1 i=1 


注意 到 尸 (co) = 1 ， 代 入 上 式 可 得 > cr 一 1。 故 最 后 求 得 
1 = 了 了 


R(tD=1—-F(I)= 》) | 
i 


MTTTF 一 玉 ( 人 十 号 十 六 十 二 一 > 于- 


i=1 
特别 当 厂 一 由 一 … 一 人 一 4 时 ， 由 附录 二 定理 7.7 知 # 个 相互 独立 
特有 相同 负 指 琢 分 布 的 中 机 变量 之 和 服从 * 阶 Erlang 分 布 。 于 是 
站 县 可 得 


2， 开 闫 不 完全 可 靠 的 温 贮 备 系 统 

为 简单 起 见 ,以 下 讨论 开关 不 完全 可 千 的 二 部 件 旭 贮备 系统 ， 
该 系统 具有 如 下 特性 ，( 1 ) 系统 由 甲乙 两 部 件 和 一 个 开 关 组 
域 ， 运 行 的 初始 时 刻 ， 甲 部 件 工 作 ， 忆 部件 温 怠 备 。 当 工作 八 忻 
失效 时 ， 如 : 备 部 件 通 过 开关 转换 成 工作 状态 .2 ) 部 件 甲乙 
前 工作 寿命 ;,，z; 分 别 腿 从 参数 为 4 之 0 与 丸 > 0 的 负 指 数 分 布 ， 
入 贮备 寿命 7 均 服 从 参数 为 &> 0 的 负 指 数 分 布 .。( 3) 设 开 表 
示 使 用 转换 开关 时 开关 的 状态 ， 并 令 
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辐 3 一 4 


| 使 用 开关 时 ， 开 关 完 好 


0 ”使 用 开关 时 ， 开 关 从 效 
有 PEK-1)=mp， PlK20)~= 9， 户 十 9 呈 1。 并 设 开 关 的 
转换 是 旧时 的 ， 当 贮备 部 件 由 贮备 状态 转 入 工作 状态 后 ， 苇 王 作 
寿 你 与 其 曾 胜 备 了 多 长 时 间 泡 关 ，‘ 4 ) 所 有 部 件 的 寿命 (包括 工 
作 老 命 与 贮备 寿命 ) 均 相 互 独 立 。 该 系统 的 系统 可 第 狂 结构 峡 见 
图 3-9。 以 下 求 该 系统 的 可 车 性 指标 。 
考 典 到 系统 的 失效 显然 是 由 如 下 三 种 情 帝 所 造成 ，:4;: 部 
性 时 工作 期 间 , 扑 备 部 件 乙 失效 , 随后 部 件 甲 失 效 . 此 时 有 二 > 站， 
且 系 统 寿 命 = 《(b) 部 件 甲 失效 时 ， 部 件 乙 晶 完 好 , 但 使 用 
开关 时 开关 类 效 ， 此 时 有 5 之 19， 下 一 0， 系统 许 僵 上 一 上 Ce) 
部 性 正 兴 效 时 ， 部 忻 忆 完好 ， 使 用 开关 转换 时 开关 浆 完好, 随后 ， 
部 件 乙 志和 失效 ， 此 时 有 上 总 < ， 民 一 1， 系统 寿命 上 = 二 fi 。 
条 用 志 ，54, 妨 ， 基 的 相互 独立 性 ， 有 
PléE i)=PrES i, S17. $=6,) 
+ Pig< ts EH, KK=0, f=t,} 
+P{ISEt, dh, K=1, € 
w= 十 二 :1 
= Pt, 7) FoPee 1t, Sn) 
+ PPIE+ EE 上 < 人 


-人 ,Pen<y)aP sy 人 Per>y) 


aPEEy) re PSRt- Yj. P(N>Y) 
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-dP(EEY) 一 | ， (1 一 ed (CY 一 en) 
+a da 
二 万 joc 一 Bi ner( 1 e117) 


本 i -ai EF 
ee i 1 如 ErA 
1 | PT Ite 如 1 了 


长 而 有 


oe A war A 
RCO) ent prh 0) 


x ~ = 上 A 
MTTF 人 RODd TT tPAN+ A 


(四) 混 联 系统 


一 个 实际 的 工程 系统 、 为 了 提高 系统 的 可 车 性 ， 往 往 采 用 甫 
联 、 冠 余 、 贮 备 的 混合 结构 形式 ， 如 不 考虑 贮备 ， 现 这 种 具有 
申 联 ， 完 余 温 合 结构 形式 的 系统 称 为 湿 联 系统 。 气 联系 统 晤 常见 
的 是 串 并 联系 统 和 并 串联 系统 ， 其 系统 可 洁 性 结构 图 见 图 3-10 刁 
图 3-t1。 


1， 串 并 磋 系 统 
设 系统 由 相互 独立 工作 的 "级 子 系统 串联 构成 。 其 中 第 i 级 
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下 3-11 


平 系统 由 相互 独立 工作 的 mm 个 同型 部 件 并 联 组 成 ， 其 部 件 可 靠 度 


沟 二 (C1) fl 2 
利用 并 习 系 统 的 计算 公式 ， 可 得 第 i 级 子 系 统 的 可 靠 度 
RC 1 [C1 RC tI, is= 1,， Be 再 和 用事 


联系 统计 算 公 式 ， 可 得 串 并 联系 统 可 和 旅 度 


RarCty= TE BC = TT {1 Ci R(t") 


六 = 
3.13) 
2、 并 串联 系统 
设 票 统 由 相互 独立 工作 的 # 级 子 系统 并 联 构 咸 。 其 中 第 i 组 
子 屁 弧 双 由 相互 独立 工作 的 mi 个 同型 部 件 申 联 组 成 ， 其 部件 可 千 “ 
只 为 RE， i 二 1 ，2, "1 
类 似 耶 上 述 求解 方法 ， 可 得 并 串联 系统 可 靠 度 为 


Hn 


RueCt)=1— TI C1 -RC ™S (3.10 


i= 1 
83， 部 性 元 余 与 系统 元 余 的 比较 
串 并 联系 统 事 实 上 是 一 个 部 件 元 余 系 统 ， 而 并 市 联系 统 则 明 
一 个 子 系统 完 余 系统 。 那 么 在 可 靠 性 变 计 中 ， 究 竟 哪 种 宛 余 形 
式 的 可 靠 度 高 呢 ? 我 们 以 图 3-12 的 串 并 联系 统 与 图 3-13 前 并 串联 
系统 来 作 一 个 比较 ， 设 这 两 个 系统 所 采用 的 都 忻 个 数 及 其 型 号 均 
相同 。 


。 5 


遍 3-12 
大 
oe 
[| 


由 图 3-12 与 末 3-13 可 向 
1 ) 一 于 [1 -C1— RE))Y 


t= 


= Ti [C1 ~FiC 4)) 


nm 


TT GF TT ca+ECtD3 


t= Fa- 
Rt -1 1 | Rd 
r=ml 
= [1] mc sya- Ti ec 
1 = 1 - fm 


T] C1—FC1)) 


i1=1 


2- Tl ce 


1 = 1 
注意 到 
28， 


nm 


TE cirFi( i) = 1+ 5 Ft) 


r=] i=1 


+ > 本 二 二 T 下 
1 呈 二 f= 
TT ei- 1- 2 五 


1i= 1 r=1 


- 
一 

i 
Mr 


+ 十 
1 


十 《一 工科 上 F(t) 
故 有 
TE ca+EF(t) 一 3 + T [1 一 Et 
折 坟 有 Pan Ruel >0 
亦 即 说 明 部 人 待 完 余 优 于 子 系 统 完 例 . 


$3.3 马 氏 可 修 系 统 分 析 


一 个 可 收 系 统 ， 和 还 常 由 若干 个 部 什 、 一 他 或 多 合 修 理 设 向 
《或 收 理 工 ) 组 成 。 眉 理 设备 的 任务 是 对 发 生 旅 障 的 部 件 进行 修 
理 ， 使 其 外 复 后 能 继续 正常 工作 。 对 于 一 个 可 修 系统 来 说 。 其 主 
要 可 掌 性 指标 育 ， 系 统 可 靠 度 只 ( 上)、 系 统 首次 走 障 前 的 平均 工 
作 时 间 MTTFF、 系 统 肯 时 可 用 度 4 人) 与 稳 态 可 用 度 4、 系 
统 肯 时 故障 频 讼 mt 1 ) 与 稳 态 故障 频 度 好 、 系 统 平均 开工 时 间 
MUT、 平 均 停 工时 间 MDT 与 平均 周期 MCT 等 不 同 的 可 收 系 统 . 
由 于 其 结构 的 不 同 以 及 部 件 寿命 与 殴 联 后 惨 复 时 间 的 概率 特性 的 
不 癌 ， 其 各 种 可 靠 性 指标 的 求解 方法 一 般 是 不 同 的 。 但 在 我 们 妍 
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究 的 各 种 可 知性 系统 中 有 这 样 一 类 系统 ， 当 构成 该 系统 的 各 部 件 
寿命 、 故 障 后 修复 时 间 以 及 其 他 有 关 蛮 量 均 服从 人 氏 指 数 分 布 时 ， 
其 要 适当 定义 系统 的 状态 ， 该 了 系 统 芍 状态 变化 总 琴 用 Markov 这 
程 来 描述 ， 因 此 ， 这 种 系统 就 称 为 马 氏 可 修 系 统 。 由 于 马 氏 过 程 
有 很 多 好 的 性 质 , 它 可 用 来 作为 求解 各 种 可 靠 性 指标 的 有 力 工 具 ， 
久 此 马 氏 可 修 系 统 是 目前 可 靠 修 应 用 中 广泛 采用 的 模式 之 一 、 本 
节 介 绍 马 氏 可 修 系 统 的 一 般 模 型 ， 特 殊 模型 及 其 可 皋 性 指标 的 求 
解 方 法 ， 


(一 ) 马 氏 可 修 系 统 的 一 般 模型 


所 请 一 般 模 型 是 指 该 系统 满足 如 下 特性 ，《 12) 设 系统 及 十 
1 个 状态 或 有 状态 空间 了 一 10， ls Bs N}, IT =UF, 


其 中 形 =10，1，2，…，R 为 系统 的 工作 状态 集 , 下 二 {上 十 
1， 中 十 2，…， 人 六} 为 系统 的 故 障 状 态 集 ， (23) 设 XX( ff) 表示 
1 时 刻 该 系统 的 状态 ， 则 {了 C1)，+t 守 090) 为 巡 继 有 时间 的 不 可 约 
齐 次 马 氏 过 程 ， 并 有 太 十 1 阶 转移 密度 和 矩阵 
, Q = (gy) 

错 下 来 求解 上 述 一 般 模 型 的 主要 可 澡 性 指标 . 

1， 系 统 的 几时 可 用 谋 与 稳 访 可 用 度 

定理 3.1 设 己 (f) 一 Pi) 一) GET， P(t)= 


(Pt)，PCz)I 了 (+ )), 则 在 模型 的 假设 下 ， 勾 统 的 上 时 
本 用 度 4(1) 及 其 上 变换 A"(s) 有 
40t) 一 DI) PAAt)= PC) 
7 EF 
A sy)= | oe" AC d= DD Prls)eP(s ) 
i Ey 
(3.15) 


其 中 
PACS y= | ep id 一 PP 一 站 s>10 


”2 ， 


# 一 (] ， 1，…， 1， Op 0 | 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


和 十 1 个 入 一 上 个 
其 中 了 为 N+ 1 轨 单 位 阵 。 系 统 的 稳 杰 可 用 度 
A= lim A(1)= lim sA*(s)= 3 户 
foc FF 疡 W 
殿中 Pr= lim P(t 1), 
证 明 由 瞬时 可 用 度 定 儿 有 玉 系 统 特 性 易 知 有 401) 一 
WY Pi) 一 PPOt2。 设 忆 (t 一 [PE Pl), -1 
人" 
PCI) 必 满 足 氏 - 下 向 前 方程 ， 
P(r}y=PpP(1)0Q 
对 上 式 两 端 作 工 变 换 〔 对 向 量 作 工 变 换 是 指 对 每 一 个 分 量 作 工 变 : 
换 )， 有 
人 eeP td 一 + 人 se t jdt 
—— Po)+sP"(s y=P*(s)0O 
有 羽生 布 
Psy= POY (TQ) 3 > 
此 让， 出 等 (大 (CT， 0 为 不 可 约 有 限 状 坊 齐 次 马 色 过 程 。 
故 其 平稳 分 布 存在 ， 且 等 于 其 极限 分 布 ， 即 有 im 五 上 (于 ) 严 六 


>0. 2 Pi= 1。 青 注意 到 1 为 有 限 集 ， 故 极限 
1 全 了 
A= lim 4(f) 一 im 2 P(t1)= > 书 存 在 因 
fe tm jEw i Ey 
而 可 用 工 变 换 性 质 得 
”2 了 9 “* 


A= lim 46t3= tim $4/ sim DP. D 
fo “~ i EW 
当 给 定 一 个 具体 的 马 氏 可 篇 系统 后 ， 可 以 根据 给 定 的 初始 条 
件 及 密度 惩 阵 名 由 (3.15) 式 来 讨 算 4*(s)， 然后 再 作 工 反 蛮 
换 得 到 4 1 )， 最 后 取 极 限 得 到 4 一 lim s4*(s )。 然而 在 有 些 


祖 况 下 ， 不 通过 人 (as ) 而 直接 利用 求 出 的 叫 , 来 计算 4 可 能 更 
为 简单 。 此 时 为 求 出 刀 ， 可 采用 类 位 于 排队 论 中 常用 的 求解 去 
法 ， 即 通过 该 马 氏 过 程 的 状态 转移 密度 图 及 概率 守 但 原理 或 直接 
应 用 生 灭 过 程 法 来 求 出 稳 态 概率 分 布 {，7/ 拭 了 ， 由 此 即 可 得 


到 4 = 2) Pj, 
IE 记 
2， 系 统 可 千 度 
定理 3.2 在 本 模型 中 ， 当 给 出 马 氏 过 程 {XC1)，? 守 0} 
草 状 态 转 移 密 度 距 阵 


HH BB 
Q -c=( | 
C 五 


及 初始 分 布 PC0) 一 CPrt 0)，Pz( 0)) 后 ， 系 统 可 靠 庶 的 工 变 
换 R*ts) 有 
RC s)= Pw 0 ) (sl Hen 

其 中 五 为 驴 的 前 站 二 工行、 前 站 十 1 到 的 元 素 构成 的 矩阵 ，em 一 
cls 1 1 Perl0) 一 (PC 下 (0 

四 +1 个 

证 明 ”为 了 求解 系统 可 启 度 RC1) 一 Pt8> 1)， 基 中 下 
示 系 统 首次 故障 前 工作 时 间 , 需要 建立 事件 所 > 1 与 事件 
Si 一 了 的 联系 。 仿 时 排队 论 中 处 理 忙 期 长 度 分 布 的 思想 ， 我 
备 在 原 过 程 { 旷 (1)，1 之 上 } 的 基础 上 建立 一 个 新 过 程 ! 全 Cf)， 
+ 之 0}， 使 诛 过 程 的 故障 状态 均 成 为 明 收 态 ， 而 工作 状态 及 其 
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概率 特 竹 仍 保持 不 变 ， 亦 即 厌 过 程 的 塌 移 密度 和 抢 阵 为 
Hi B 
QQ= (an ( | 
Cc DD 
的 话 ， 则 新 过 程 的 转移 密度 应 有 
_ /1 i Ej 万 I 
4 0 iEF, jEI 


或 有 
HB 
oc ) 
0 0 
因此 新 过 程 仍 为 有 限 状 态 齐 次 马 色 过 程 。 图 3-14 与 图 3-15 分 点 
ty 


oy 
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面 出 了 原 过 程 与 新 过 程 的 一 条 样 本 函数 曲线 。 善 令 瑟 (1) 一 
屿 {这 (+) 二 了 3， 则 由 图 5-15 辑 有 


P(E> I=P( (EWS YY) Blt) 
F EW 
以 下 来 推导 人 (+ 》 所 满足 的 微分 方程 。 注意 到 了 (1) 应 
满足 KK- 下 向 前 方程 了 ( 1) 一 请 ( 1 )5， 写 成 分 抉 矩 阵 的 形式 为 


_ HB 
(Prt 1), Pel1)) = (Pr( 1), zc。 


或 有 
| PorC tft}= Ewt 41)H 
(3.16) 
Plt}= Pw 1)B 
下 (3,16) 式 作 工 变 换 ， 并 求解 可 得 
PCs PrCO)CGI— HT", 14>0 (3.17) 


因为 系统 可 靠 度 


R(1)= DD) Fi/(1)=Pvt)ey 
f EF 
斯 以 ， 对 上 式 作 工 变 换 并 贞 (3.17) 式 代 入 即 可 得 
RR*{ a)=Pe(s )er=Pr(0)(s IT— He 
一 Pb ) (I— He (3.18 
83， 系统 首次 故障 前 平均 工作 时 间 
利用 已 求 得 的 系统 可 靠 麻 民 (+) 或 其 工 变 换 RR*( s )， 容 易 
得 到 系统 首次 故障 前 平均 工作 时 间 
MTTFF= | R(t)di=R"(0) (3.19) 
但 在 有 些 情况 下 ， 特 别 是 系统 状态 较 多 时 ， 下 述 方 法 可 能 比 直接 
稻 (3.16) 式 方程 或 利用 (3.18) 计算 Cs) 来 得 到 MTTFF 


要 为 简便 . 
定理 3.8 当 给 定 系统 的 转移 密度 矩阵 
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oe) 


及 初始 状态 分 布 PC0)= 一 (PeneC0)， PC0)) 时 ， 则 有 


EE 
MTTFF= 7) 多 
i 
其 中 XX ， x# 视 是 绥 性 方程 组 
(x Ws ee KF =— Pr(0) 
证 明 由 (3.18) 式 与 (3.19) 式 ， 得 
MTTFF=AR*(0)=— Pr 0)H ey 
注意 到 Dwx(0) 恕 "1 是 有 上 十 1 个 分 量 的 行 问 量 ， 故 可 令 
{Wor Ki sy Xe) =— Pw 0)H™ 
从 而 有 


MTTFFE= — Py( 0 )H er= (wo, iy NE) Ep 
车 
= » Xr 口 
i= 0 


4， 求解 系统 可 靠 性 指标 的 一 般 步 又 

总 结 前 述 结 果 ， 可 得 求解 马 开 可 履 系 统 中 可 靠 性 指标 的 一 艇 
机 又 加 下 ， 

(1) 和 针对 具体 系统 ， 确 定 该 系统 的 各 项 特性 。 它 包括 系统 
结构 、 构 成 系统 的 部 件数 及 檐 理 设备 数 、 和 部 忻 好 于 工作 状态 的 
寿 全 分布、 处 于 凡 备 状态 的 寿 合 分布， 发生 故障 后 的 修理 时 间 分 
布 及 其 套数， 以 及 各 部 件 工 作 、 仅 备 、 伐 理 的 祖 互 独立 凰 等 等 

‘2) 定义 系统 的 状态 及 描述 该 状态 变化 的 中 机 过 徐 
tC)， ff 守 0}， 设 该 过 程 的 状态 空间 了 二 40, 1 2, NN}); 
区 和 分 其 工作 状态 集 矿 与 失效 状态 集 下 ,使 WLUF=I, 不 妨 设 
B={0, 1, 2 0, kh}, F={Et1, +2, … N}. 
证 其 该 过 程 为 连续 时 间 齐 次 马 氏 过 程 。 
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{3) 利用 系统 特性 ， 计 算 过 程 ! 克 上 f3， 了 > 和 的 状态 圭 
整 密度 振 阵 口 一 :六 。 佐 有 有 
PrrCAt) = rdht+t 0 (A + 所 efE 了 了 


> qi= 0. ii/ 
= 
(4) 设 Pi(t1)== 了 PCN)=7 了 了 )，j 了 所 了 J。 利用 KK~F 向 
前 方程 列 出 微分 方程 组 与 初始 分 布 
Po ft) PCE), 1 PoC 4 )) 
=tPt 1 )， PC 1), Pn 1))0Q 
PI0)={(Por 0 ), Pl 0), es Pu(0)) 
为 求解 上 述 方程 组 ， 可 首先 对 上 述 方 程 组 作 工 变换 ， 将 微分 方程 
衣 化 为 线性 代数 方程 组 ， 然 后 凤 解 此 线性 代 涩 方程 组 得 出 
PS 一 Ps RS … Pit s ))， 最 后 对 了 P*《s) 再 作 
汪 反 演 好 可 很 
PCEY=0P 11), PC#D, 1%» Pot 1 )) 
《5) 求 系统 瞬时 可 六 度 与 稳 态 可 用 度 


A(1)= > P(t) 


I Em 
A= lim A(1)= lim ss) 
(6 ) 为 求 系统 可 靠 度 ， 只 需 解 方 程 组 
(PCH), PACEY, 1 BIC#)) 
=(PCE), FPF), ,FAC DH 
FC0)= (PD,(0), PC 0 ), ny Pl 0)) 


其 中 豆 是 口上 矩阵 的 左上 角 卢 十 工行 ， 及 十 1 列子 所 阵 。 手 是 ， 系 
将 可 靠 底 和 首次 故障 前 平均 工作 时 间 为 


RL)= >， Pi) 


i EE 
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MTTFF= 全 RELYd= 1im R*rs) 
号 


在 求 系统 芍 瞻 时 可 靠 性 指标 时 ， 由 上 可 知 需 要 求解 微分 方程 
组 ， 当 系统 的 状态 较 多 时 ， 求 解构 分 方程 组 的 工作 是 十 分 麻 害 
的 。 和 如 果 此 时 根据 实际 问题 ， 具 刊 得 到 系统 的 稳 态 可 靠 性 指标 的 
话 。 则 计算 要 简单 得 多 。 凶 要 在 步骤 (1).C(23),(3) 后 接 如 下 
步 又 做 邑 可 ， 

(4) 本 出 系统 的 状态 转移 密度 图 ， 证 明 其 所 有 状态 互通 . 从 
而 得 知 戎 机 过 程 { 王 (7)， 工 空 0 为 不 可 的 有 限 状态 齐 次 马 氏 过 
程 ， 因而 极限 lim PCXCUE)=1)= Jim Pi 1 ) 一 下 ;存在 ， 且 


攀 成 概率 分 布 ») 四; 二 1 ， 于 是 可 利用 状态 转 秘 密度 图 及 概率 
jE 
守 什 原理 列 出 线性 方程 组 并 求解 
‘Do, P,, > PNMQ={t. Dr 0 
Pi 
i 
5) 利用 求解 出 的 忆 ; 可 得 系统 稳 态 可 用 度 
站 二 3 PP, 
了 EE 
6) 系统 的 首次 故障 前 平均 工作 时 间 由 (3.18) 式 可 得 
MTTFF=R*"0)=— (CP 0), PO0), ww PrCONE er 


‘二 》 串联 可 和 修 系 统 


设 系统 具有 如 下 特性 :(1)》 系统 由 个 部 件 串 联 组 成 ， 系 统 
的 第 了 个 部 件 寿 命 服从 参数 为 4 0 的 负 指 数 分 布 。 了 = 1， 
2.，…， Yo(2) 系统 有 一 个 修理 设备 ， 当 某 个 部 件 发 生 故 障 
时 、 修 理 设 备 即 对 故障 部 件 进 行 修理 ， 此 时 其 他 部 性 停 秆 工作 ， 
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直到 改 障 部 性 能 复 后 。 方 再 进入 工作 状态 .(3 ) 第 7 个 部 仔 发 些 
故障 后 的 收复 时 间 9 服从 参数 为 岂 人 0 的 钢 指 类 分 布 ， 了 一 1， 
2，… #。 并 设 修复 后 的 部 件 与 新 的 一 样 , (4) 各 部 件 的 工作 
与 修理 均 相互 独立 。(5) 系统 开始 时 处 于 工作 状态 。 
为 计算 上 述 系 统 的 可 靠 性 指标 ， 我 们 定 六 如 下 随机 过 程 
《王宫 0。 其 中 
| 0， 若 上 上 时刻， 系统 的 # 个 部 件 均 正 常 工 作 
St) 一 7， .车 1 时 刻 ， 系 统 的 第 站 个 部 件 发 生 政 障 ， 
| 其 余部 件 正 常 ( 人 7 一 1，2，…， 只 ) 
准 易 证 明 { 革 (CE)，1 法 0 为 有 限 状 态 章 次 马 氏 过 程 ， 并 有 状态 
空间 了 二 40，1，2，…，#}， 工 作 状 态 集 矿 = {0}， 上 类 兹 状 
六 集 户 = 二 {1 ，2，……，#}，1 一 VUF。 根据 系统 畦 人 性， 容易 
求 得 过 程 {及 C1)，1+ 守 0} 的 状态 转移 密度 图 如 图 3-16, 并 有 
转移 密度 矩阵 


QO mr 此 一 屿 O es 人 
全 站 一 由 irr [中 
Ab 0 站 … 一 上 we 
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出 此 可 知 所 有 状态 互通 ， 因 而 该 过 程 为 不 可 约 。 

1。 镶 时 可 用 庶 

考虑 到 在 计算 .AC 1) 时 车 利用 《3.15) 式 ， 则 要 计 算 sI- 
包 的 道 矩阵 ， 计 算 毕 较 麻烦， 故 以 下 采用 直接 求解 PiCi) 的 方 
法 。 注 意 到 过 程 {了 C1)，+ 守 0} 为 有 限 状 态 齐 次 蕊 氏 过 程 ， 故 
其 人 -下 向 前 方程 存在 ， 并 由 系统 特性 (5》 知 有 

Pl 1 PiC FY, Pol 1)) = CPC 1 ), 


Pt t ), ry Pl iQ C3.20) 
{Pt 0), PC0), py Db()) 
=(1,， 0, 自 。 0 (3.21) 


对 《3.20) 式 两 端 作 工 变换 ， 并 镍 初始 条 件 《8.21) 代入 ， 有 
sPYCs) 一 1 一 一 D) PICz) 二 DY) PICs) 


j=1 1T = 1 
sPrC sy) mi eH) f=1, 2 ', 
解 此 方程 组 ， 可 得 


PemaPs), fm1, 9, 


Ps)= 


1 
< 
3 十 8 2 i 
由 于 风 时 可 用 度 4(1) 一 已 (+ )， 故 以 下 讨论 PC = ) 的 工 反 演 
问题 。 为 此 对 下 式 以 十 〈s HA 园 乘 分 子 分 母 有 
i=1 
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并 


TT {5s 二 站/) 


一 i=1. 


5 Tl (# 十 4) 十 y » TT | 


f=1 i=1 i 


令 


Hl)= TT C8 十 五 站 十 > A FTI 《3 +HD 
l=1 i=1 1 
显然 厅 (s ) 是 = 的 次 多 项 式 ， 不 站 设 
0 < 
则 易 知 有 
盖 0， 1 为 奇数 


< 0，! 为 傅 数 
且 太 (一 4) 与 (一 oo) 也 蜡 导 .因此 由 Rolle 定 理 知 H(s) 在 . 
【一 se， 一生) 内 有 + 个 负 实 根 sl ss "5 共有 
一 0 一 0 


Hl~H) 到 


从 而 可 写 咸 HCs)= | (s 一 sD) ， 因 此 有 如 下 部 分 分 式 


i=s1 


[i 


到 | (Cs +A) 


fl 2 ‘*, # 为 待定 系数 。 
.22) 式 两 端 同 科 ss ， 并 令 s 一 01， 易 得 


二 
ww 
2 


让 
对 


六 二 TT | TT (#1) 一 TT HA/HCO0) 


】 = 上 1 = t=l 


nn 


, 
t= 1 


Te 2 Te + DD 0 
二 = 一] = ii r= 1 
对 3.22) 式 两 端 同 习 s 一 si 并 令 = 一 gs， 可 得 


11 【sy TH) 


EE 1 = 1 


一 =， A » 
如 iT 《sy 一 Sr) 
iei 
将 X，; 代入 (3.22) 式 可 得 
PC s )= i 1 
1+ DD! MA 
i=1 
网 下 (sr+ Hr) 1 
= 1 
+ 2 ss 一 号 
1 TT (81—87) 
i 
对 上 式 作 工友 演 得 
， T {sre 
PD 六 一 
1 十 》1 -人 1 Tl (52— gy) 
i=1 1 


其 中 sf 一 1，2，…，#) 可 通过 数值 计算 方法 求 得 (如 对 
分 法 等 )。 
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2， 稳 访 可 用 度 
由 图 3-16 及 辑 率 守恒 原理 可 得 


[十 如 十 rs + A Po=H P+ i Ps nt oD, 
HBP;= A Pos i 二 1]， 3 


ror 半 


好 


2 Pi= 1 


i 


求解 可 得 


P= 1 
1+ » 2 
[ 
A=P,= 和- 
1+ 9) 全 


3.， 系 统 可 靠 度 与 痢 次 故障 前 平均 工作 时 间 
由 (3.16) 式 知 ， 为 求 系统 可 靠 度 只 需 解 方程 


Fit)=— 2 dPl#) 


pt 0}= 1 
从 而 可 得 
Pol 1 )= ozo- > 志 
因此 有 
RLU1)= el- 也 加 | 
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1 


[9 
2 下 
一 工 


MTTFF=- 


{三 ) 二 部 件 并 联 可 修 系 统 


设 系 统 有 如 下 特性 :人 1 ) 系统 由 两 个 相同 部 件 并 联 而 成 ， 每 
个 部 件 的 寿命 三 天 腿 从 参数 为 1 (> 0 ) 的 负 指 数 分 布 ,<21 系 
统 有 一 合 您 理 设 备 ， 当 基 一 部 性 发 生 故 障 时 ，。 该 修理 设备 即 对 此 
故障 部 件 进 行 修理 ， 修 理 时 间 4 服从 参数 为 如 人 C> 0) 的 负 指 数 
分 布 ， 修 复 后 的 部 忻 其 性 能 与 新 部 性 一 样 .3 ) 由 于 只 有 一 侣 修 
理 设备 ， 它 每 次 只 能 修理 一 个 故障 部 件 ， 故 淄 修理 设 备 正 在 修理 
业 一 故障 部 件 时 ， 和 车 男 一 工作 部 件 亦 发 生 故 障 ， 此 时 只 有 等 待 修 
理 ， 直 到 前 一 故障 部 件 修复 后 方 能 得 到 妖 理 .人 4) 各 部 件 的 修理 
与 工作 均 相 互 独 立 。《5) 系统 运行 的 初始 时 刻 ， 两 部 件 均 处 于 正 
常 工作 状态 。 

为 计算 上 述 模 型 的 可 靠 狂 指标 ， 到 们 定义 随机 过 程 4 与 (f )， 
+ 字 0)， 其 中 Yt 1) 表 承 1 时 刻 已 发 生 政 障 的 部 件数 ， 容 易 得 
其 {了 Ct)，t 这 0) 为 有 限 状 态 齐 次 马 氏 过 程 ， 有 状 访 空间 了 
{0。，1，2}。 考 虚 到 该 系统 是 并 联系 统 ， 故 系统 的 工作 状态 集 
W 二 10，1}， 类 效 状 态 集 玉 一 {3}， 了 = 有 UF 此外， 根据 
上 述 系 统 特 往 ， 容 易 得 到 过 程 的 转移 密度 图 3-17 及 转移 密度 


蚜 阵 
2 4 
及 


留 ”3-1? 
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—22 27 0°] 
o-| 4 tt) 1 


0 各 一 些 


设 疡 (Ti 一 已 (CD 一 了 了) 五 罗 一 (PT PT Pt)), 
于 是 P(1) 应 满足 及 -~ 了 疝 前 方程 户 (1)“P(t09， 将 其 展 


开 可 得 
C1)=— 2APC1) tHP (C4) 
Plt 1)=2AP 1)— (A tHIP( ETHP TD) 
Pl 1)=AP( 1 )— HPC 1) 
出 题 设 还 有 初始 条 性 
Po0)=1, P00)=Pr0)= 0 
对 (3.23) 式 两 边 作 工 变换 并 利用 初始 条 件 可 得 


十 (1 十 28) 3 十 直 
Ms TT a A 


a 24f3 十 及) 
人 


3) 一 


其 中 4 与 8 是 方 程 
S34 二 28) 5 二 (2 十 2 和 十 碎 ) 二 0 
前 二 个 负 实 根 ， 


24 
sts—a)lts—}) 


(3.23) 


(3.24) 


利用 待定 系数 法 将 (3.24) 中 三 个 有 理 分 式 分 别 化 为 部 分 分 


式 ， 并 作 工 反 注 ， 可 得 
A a + 
Pim apgt ata—A) 
+A + 2 Bt og 
BOB 


a 


2 ,2ACG HH) a ACB+HHY 
PM) ag taca pp) + Hepase 
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2 2 及 ai 2 村 
一 af +t ara By + ACA—&) 


于 是 ， 系 统 的 有 瞬时 可 用 度 
1 一 1 一 产 f 上) 一 


r 


E&P 


2 2 (pe”— cet) 
2 + 2AH apta— pb) 
由 于 与 为 负 实 数 ， 故 到 极限 得 系统 稳 态 可 用 度 
A= lim AL pp i 


1 or 


为 求 系 统 可 靠 度 ， 涡 求解 方程 组 Pw( 1) 二 Pw( 1) 及， 加 上 初始 
条 件 即 为 

一 324 2 ' 
(OBC HY, BACHD= BC 1), Bl | | 
| 4 一 (和 十 入) 
{PC 0), FC(0))=(C1, 0) 
对 下 述 方程 组 两 端 作 工 变换 。 并 利用 初始 条 件 ， 可 解 得 


.s+A4+4 
57 十 (3 十 五)8 十 2 让 


Par 一 四 . 24 关 
十 C34 十 太 ) 3 十 2 和 
:将 上 述 两 式 相 加 ， 并 和 化成 部 分 分 式 得 


BC s HEIs ) ~ Tet Eg, 


P(ts) 


a t+H 1 


a a 8 一作/ 
A 二 二 1 
十 pA" a sr {3 。 25) 


其 中 、 庆 是 方程 中 十 C34 十 六 )》 5 十 2 下 一 人 的 二 个 负 实 根 。 对 
{3.25) 式 作 工 反 演 可 得 
RUD)= Db) Pit)=PBt 1)+P(t) 
i EE 
+ 233 - 


一 oa 十 34 十 此 Eee 


a 一生 
Patn a 
+ Ba 
-记过 (8 ea 下 
其 中 利用 了 等 式 w + 后 二 一 (34 十 8)。 寺 是 有 


TD， __ 0 +p _34+8 
MTTFF= |~ Rt)at 一 op 一 EF 


《四 ) 二 部 忻 温 贮备 可 修 系 统 

设 系统 有 加 下 特性 ,( 1 ) 系统 由 两 个 相同 部 忻 及 一 个 修理 设 
备 组 胶 ， 甚 中 一 部 任 工 作 ， 另 一 都 件 作 温 贮 备 .(《2 ) 处 于 工作 状 
态 的 部 件 寿 命 二 服从 参数 为 1>>0 的 负 指数 分 布 ， 处 于 温 贮 备 状 
态 的 部 件 寿 命 服从 乱 数 为 + 沁 0 的 负 指 数 分 布 .(3) 当 崇 备 部 件 
先 于 工作 部 任 发 生 故 障 时 ， 故 障 部 件 立 即 被 修理 ， 工 作 部 件 可 继 
续 工 作 ， 当 工作 部 件 先 于 贮备 部 件 发 生 故 障 时 ， 故 赚 部 件 立 即 被 
修理 ， 而 贮备 部 件 则 立即 转 为 工作 状态 ， 此 时 寿命 仍 服 从 套数 为 
2 之 0 的 负 指 数 分 布 ， 而 与 已 甩 备 了 多 长 时 间 无 关 , (4) 由 于 具 
有 一 全 修理 设备 ， 因 此 当 请 个 部 件 均 类 效 时 ， 只 能 修理 其 中 一 个 
部 件 ， 而 另 一 部 件 将 处 于 待 修 状态 。 资 发生 故 障 (无 论 是 工作 时 
还 是 守备 时 发 生 故 障 ) 部 件 的 修理 时 间 了 服从 参数 为 & 盖 0 的 负 指 
数 分 布 .(51) 各 部 人 忻 的 工作 、 贮 备 、 修 理 均 相互 独立 ， 且 修复 后 
的 部 忻 其 性 能 与 新 的 -一 拌 ， 各 部 件 的 状态 转换 开关 是 完全 可 和 车 
的 ， 开 关 转 换 是 瞬时 的 .(6 ) 系统 运行 的 初始 时 刻 ， 两 部 件 均 处 
于 正常 状态 ， 

为 计算 上 述 系 统 的 可 靠 性 指标 ， 定 义 随 机 过 程 {X( 1), 1 这 - 
0}， 其 中 着 (表示 1 时 刻 已 发 生 放 障 的 部 件数 . 易 知 {XC )， 
1 守 0 为 有 限 状态 齐 改 马 氏 过 程 。 其 状态 空间 了 一 10,，1，21】， 
该 系统 工作 状态 集 为 矿 = {0 ， 1}， 内 柳 状 态 集 下 =12}，J 了 = 
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学 UP。 根 据 系 统 特 忻 ， 容 易 得 到 过 程 的 状态 转移 密度 图 3-1& 
-及 转移 密度 矩阵 


有 
图 3-18 
-A—» + 0 
| 
0 4 ~ 


阳 中 gs= 4 十 ?是 由 于 工作 部 件 与 贮备 部 件 均 可 能 发 生 故 障 , 而 
其 发 生 故 障 的 密度 分 别 为 4 与 >。 

设 PiCfy 于 PCOXCI)=I), POF 一 (于 )。， 五 (小 
Pet 1)) 于 基 , PITFf) 应 满足 及 ~ 下 向 前 方程 妃 ( 人 1 一 已 ( 1) 
将 其 展开 可 得 
Pe 1)=—(4+7?) P(t)+u Pl#) 
PlimeCAT PY PCED—CATB)Y PC 十 有 Po) 
P( {1)= 站 只 人 于 一 站 下) 

(3.26) 


并 有 初始 条 件 
Po)=1, PO)~PCO)= 0 
对 (3.26) 式 作 工 恋 换 并 利 果 初 始 条 件 ， 可 解 得 


CA 
5 Cs 二 + (C24 十 ?十 24) 8 十 (二 了)(C 下 二 六) 十 AD 


ACA+?) 
s(t(s—als—p) 


477), 1 


Prls ) 一 
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其 中 台 与 马 是 方 称 
二 (24 二 十 248) 训 十 {于 十 PCA 十 上) 二 局 二 浊 
二 个 负 实 根 。 反 演 (5s}， 可 得 


A et te 
ala~B) 608 二 4) 


因此 ， 未 统 可 用 度 和 


AHt vt+ 
CA 二 2D)CA 二 十 后 


- 均 持 部 Or- 


由 于 与 为 旬 实 数 ， 故 系统 稳 态 可 用 度 


ara 
.4 一 im， ACE)= TH AT 


ALI)= 1 —P{( 1)= 


事实 上 ， 也 可 以 不 通过 工 变 换 来 得 到 4。 因 为 由 转移 密度 图 : 
3-18 知 该 系统 所 有 状态 互通 ， 因 而 14Crf)， za0+ 是 一 个 不 
可 约 的 有 限 状态 齐 次 马 氏 过 程 ， 于 是 极限 im P(X(1)=1) 


2 
~ lim Pi( 1) 一 ;存在 ， 且 构成 概率 分 布 》 P= 1。 这 


i= 人 0 
样 ， 册 图 3-18 及 概率 守重 原理 可 得 到 方程 组 
(A+ 7) P=HP, 
《4 十 上 站) 忆 =CAT YP +HP, 
ub, =AD, 


2 
再 加 上 正规 化 条 件 2?j P= 1 并 求解 ， 可 得 
f= 


有 (4 二 9) 
4 二 2)(4+) 十 同 


从 而 可 得 系统 稳 态 可 用 度 
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PP,= 


A= lim A(T)= lim(1—P( 1)) 


foo [ee 
rita 
1 
哆 求 系统 可 靠 度 R( 1)， 可 令 故 障 状 态 2 为 吸收 访 ， 并 利用 
{8.16》 式 可 得 方程 组 
一 站 一 了 下 十 了 


《万 BiCHD=(Pl 1), PyC 4)) 
4 一 A 一 点] 


匣 上 初始 条 御 PL0)= 1，B.C0)= 0， 通 过 工 变 换 ， 可 解 得 
市 针 人 31 与 Bit 8 )， 将 其 相 加 可 得 到 


a a _ 5 十 24 十 凡 十 了 _ 
Pas PICSI TT STI) FAC 
TA 
{sa )ts -A 
G 十 34 十 上 十 了 . 1 


a pp 3 一 好 
2 i 
a —a’ spB’ 


其 中 a' 与 2 是 方程 
st 二 24 二 十 2)8 二 AC4 二 + v)=0 
区 两 个 久 实 根 。 对 记 3C s ) 十 P34( 5s》 作 工 反 演 ， 可 得 
R(t)=Po 1)+F,(1)=— T+ ?ga 


+8 tt pr 


— la eo") 


MTTFF= |™ RI 1 }di= 48 1 = Et- 
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(五 ) 具有 优先 权 的 两 部 件 冷 贮 备 可 收 系 统 


该 系统 有 如 下 特性 , ( 1 》 系统 由 两 个 部 件 及 一 台 修 理 说 备 组 - 
成 ， 其 中 一 个 部 件 工作 ， 另 一 部 件 冷 贮备 〈 即 贮备 期 间 性 前 不 变 
坏 )， 当 工作 部 件 发 生 故 障 时 ， 迪 备 部 件 立 即 转 为 工作 状态， 修 
理 设备 即 对 故障 部 件 进行 修理 .< 2 ) 在 两 个 部 件 中 ， 部 件 甲 对 部 
件 世 有 强占 优先 权 。 即 当 发 生 故 障 的 部 件 甲 被 修好 时 ， 若 部 件 乙 
正在 工作 ， 则 部 件 甲 立 暑 进 入 工作 状态 ， 而 部 件 乙 只 能 暂停 工作 
而 转 入 贮备 状态 ， 当 部 件 甲 发 生 故障 时 ， 若 部 件 乙 正 在 自理， 风 
部 件 乙 只 能 暂停 修理 而 转 入 待 惨状 态 ， 修 理 设备 立即 来 修 部 件 
甲 .和 3 ) 部 件 甲 、 乙 的 工作 寿命 分 别 服 从 参数 为 六 、 刀 的 负 指数 
分 布 40，4m>0).(04) 部 忻 甲 、 忆 发生 鼓 障 后 的 修理 时 间 
分 别 服从 套数 为 ii 、j 的 全 指数 分 布 (> 0， 内 > 0),( 5) 各- 
部 件 的 工作 、 和 修理 均 相互 独立 ， 且 修复 后 的 部 件 与 新 的 一 样 。 各 
部 件 的 转换 开关 是 可 靠 的 ， 开 关 转 换 是 瞬时 的 . ( 6 ) 系统 运行 的 
杞 始 时 刻 ， 两 个 部 件 均 处 于 正常 状态 ， 其 中 部 件 甲 工作 ， 部 件 乙 
贮备 。 

由 于 指数 分 布 的 无 记忆 性， 部 件 乙 从 贮备 状态 进入 工作 状态 
时 ， 其 工作 寿命 与 部 件 乙 在 贮备 前 是 可 工作 过 焉 曾 工作 过 多 长 时 
间 无 关 ， 同 样 ， 当 部 件 乙 从 待 修 状 态 转 入 修理 状态 时 ， 其 修理 时 
闻 与 待 修 前 是 否 修理 过 或 曾 修理 过 多 长 时 间 无 关 。 

为 计算 上 述 系统 的 可 靠 性 指标 ， 定 义 岩 机 过 程 { 天 (1 )，# >: 
0 )}。 其 中 X(+》 表示 了 时刻 系 统 所 处 的 状态 。 具 体 来 说 ， 有 

9， 时 刻 部 件 甲 工作 ， 部 件 乙 贮 备 

| 1 ， + 本 记 部件 甲 工作 ， 部 件 忆 修理 
人 世 工 作 ， 部 件 时 天 
3 ， {时刻 部 件 甲 修理 ， 部 件 乙 待 修 

该 过 程 有 状态 空间 了 一 {0，1，2，3}, 其 中 r={0,1， 
2 } 为 工作 状态 集 ， 玉 一 { 3 } 为 失效 状态 集 ，7 一 WVUF。 易 知 
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过 程 {1EC1) 之 0) 为 有 限 状 态 齐 次 马 氏 过 哥 ， 并 有 状态 转移 


;密度 出 3-19 及 状态 转移 矩阵 


一 1 | 

HC A, 
Q=| o 
0 Ht 


利用 及 -F 向 前 方程 及 初始 条 件 可 得 


A 0 
0 1 
一 一 上 
0 一 吕 


《PR PIC ED, Pa BF) Pal 1))= CPt 1), 


Pt1) P(t), Pst))0 


py, PCo0), Pat 0), Ps 0)) 


1 ， 0 ， 0 ， 0 / 


:求解 上 述 方 程 可 得 PC1)= (CPC1), P(t1), Pt), Pl 1)), 
考 虚 到 Ps) 一 CP 5 ))，PICs) (5s)，PrC8)) 的 形式 
.本 其 工 反 演 较 复杂 ， 故 以 下 只 求 稳 态 可 靠 性 指标 。 

利用 图 3-18 及 概率 守恒 原理 可 得 方程 组 


LP,=H,P, +H,P, 
CA TH DP, = HPs 
{4 十 请 五 :一 和 三。 
| HP P+ 


: 解 上 述 方程 组 得 到 
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fp - Ap 人 各 十 刀 ) 
ha hads + Aoths TH HY 


| 
全 一 要 ,4 ry 人 
下 A 


AiAs (Ait,) 
P= He in 


于 是 ， 系 统 的 稳 态 可 用 度 
A=P—P+P~ 1—P, 


2 
申 定理 3.3 可 知 MTTFF= 》) xy， 其 中 xw。 xi，2%s 满 足 组 憾 
1 = 站 


方程 组 
Cx XI Xe 一 习 | = 1. 0.0. 
由 0 — {hs 十 中 
求解 可 得 
A 
"AA 
X= 放 
“二 
于 是 有 


Eon + 各 十 和 十 出 


MTTFF = TA i 本 


$3.4， 非 马 氏 可 修 系统 分 析 、 


而 前 可 知 ， 在 讨论 马 氏 可 修 系 统 特 性 时 ， 由 所 其 故障 的 到 达 : 
与 修复 时 泣 均 具有 无 后 效 性 ， 从 而 可 利用 齐 次 马 羽 过 程 的 一 些 基 . 
本 性 质 来 求解 系统 的 可 靠 性 数量 指标 。 然 而 ， 对 一 般 的 非 马 氏 证 
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收 系 统 ， 例 如 仅 考虑 修复 时 间 了 为 一 般 分 布 且 有 一 个 峰 理 工 的 可 
收 系 统 时 ， 间 题 就 不 那么 简单 了 。 此 时 车 仍 设 Nt 12 表示 时 
刻 系 统 发 生 故 障 的 部 件数 ， 风 在 仅 知 NN( 1)== 的 条 件 下 是 无 法 
预测 六 (Ct 十 A) 的 概率 规律 的 。 因 为 它 不 仅 依 赖 于 ! 时 刻 系统 
的 状态 ， 还 依赖 于 被 修理 的 部 件 在 工时 刻 以 前 帘 竟 修理 了 多 长 时 
间 ， 这 样 也 就 无 法 直接 运 用 齐 次 马 氏 过 程 这 一 有 力 工具 去 解决 癌 
题 ， 为 尼 ， 人 们 通过 探索 ， 提 出 了 一 些 新 的 工具 ， 邵 马 氏 更 新 过 
程 法 、 社 充 变量 法 等 。 本 节 通 过 一 个 笨 单 的 模型 来 介绍 补充 变量 
鞭 解 岂非 马 氏 可 眉 系 统 的 基本 思想 . 


(一 ) 基本 模型 及 状态 方程 


考虑 一 个 二 部 健 并 联系 统 ， 读 系统 有 如 下 特性 , ( 1 ) 系统 和 用 
两 个 阅 型 部 件 和 一 个 俱 设备 组 成 。 令 N(1)== ?表示 1 时 刻 有 
i 个 部 性 发 生 故 障 ， 站 二 0，1，23。 设 系统 中 部 针 的 帮 障 规 
律 为 

PINCGF TAD 1 NG 0)=AANt OC, do tt 

{3.27> 

PINGCGE AD= 2INCGI)= 1)=AA+ oD, p> 
(2 当 系 统 运行 过 程 中 ， 若 有 一 个 部 御 发 生 故 障 时 ， 履 理 设备 
立即 对 其 进行 修理 ， 而 此 时 若 另 一 部 件 也 发 生 故 了 几 ， 周 需要 等 待 
相 理 . 设 每 个 部 件 覆 理 时 间 y 均 服 从 一 盘 分 布 人 (1)， 且 在 在 获 


度 函 数 9 ( +)， 有 均 信 E(y)= [tg( 1)di= 下 4 之 0. 


(3 设 修理 时 间 ? 与 上 述 部 件 的 放 障 发 生 规 律 是 相互 独立 的 , 及 
故障 部 性 经 修复 后 将 与 新 部 件 一 样 . (4) 系统 运行 的 初始 时 刻 ， 
两 个 部 件 均 处 于 正常 状态 ， 

利用 补充 变量 法 来 处 理 上 述 模 型 ， 其 基本 思路 类 似 于 排队 论 
中 涉及 的 嵌入 马 氏 链 洪 。 它 们 都 是 将 一 个 不 易 处 理 的 非 马 氏 过 程 
二 汗 “ 改 和 洁 "， 司 其 具有 马 氏 性 ， 从 而 通过 对 “改造 ”后 的 新 过 
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程 〈 马 氏 过 程 》 的 几率 特性 的 研究 ， 来 探索 诛 过 程 ( 非 马 氏 过 程 ) 
芍 医 率 特性 。 然 而 在 类 理 方式 上 ， 两 种 方法 则 有 所 不 同 ， 演 入 马 
氏 链 法 是 将 原 过 程 〈 连 续 时 间 ) "短小 ”为 一 个 离散 时 间 马 开 链 
《 称 为 谍 入 马 氏 链 )， 而 补 训 变量 法 则 是 将 原 过 程 “ 扩 天 ”为 一 个 
二 元 随机 过 程 。 具 体 作 法 如 下 ， 

引进 补充 变 量 X(Ctf)， 当 NCrf)m1 或 2 时 ， 瑟 Crf) 表示 
时 草 寺 正 在 修理 的 部 件 在 轩 刻 1 之 前 已 俱 理 过 地 长 时 间 ， 当 
(f= 6 时, 册子 投 有 故障 部 忻 的 修理 , 故 生 C1》 可 不 对 考虑 . 
- 这样， 二 元 随机 过 程 1mwf li) Et TD 0 是 一 个 连续 时 闻 
的 广义 的 Markov 过 程 ， 亦 邵 在 任意 了 时刻 1， 当 给 定 N(1) 和 
荆 《1) 的 具体 值 后 ， 过 程 1WYCt)， 和 Cr TS 在 时 刻 ! 
了 以后 的 概率 规律 将 与 在 以 前 该 过 吾 角 历史 无 美 。 

为 了 求解 上 述 二 元 随机 过 程 的 概 卒 转 性 ， 注 意 烈 半 尾 何 固定 
的， 六 CT) 与 (1 ) 分 别 为 离散 型 随机 变量 与 连 生 型 晨 机 变 
量 ， 故 我 们 可 入 姑 下 形式 的 状态 概率 。 对 任何 1 Zz0, 及 虐 20， 
令 

PifTi)amPNCt)amD) (3.28) 
Pl(li, x)drx= P(N(1T)=1, 
Xdx)， 了 wm1 或 ， 


显然 ，PiC1，x)》 是 有 其 概率 含义 的 。 它 表示 系统 在 时刻 
ij 人 守 部 性 尖 效 ， 而 正在 修理 的 部 件 在 时 刻 前 已 妖 理 过 时 间 x 的 
概率 密度 。 
岂 题 设 知 ， 系 统 有 初始 条 性 
Po)=1, PO, x)~P(0, Xx)=0 《3.39》 
此 外 ， 引 进 符 导 # ff)， 使 其 与 黎 复 时 间 ? 满足 如 下 特性 ， 


HOIMTPOELI SE HA > 1) = RE 


出 易 证 有 如 下 二 个 等 式 
。 242 。 


1 一 Gf 人 =exp[ 一人， 1 (3dy] 


o(1) 一 attoezp| 一 人 wy)ay] (3.30) 


显然 ，A Ct) 是 有 其 物理 含义 的 ， 它 表示 时刻 颂 理 设备 对 玖 
条 部 件 的 瞬 时 修复 率 。 

下 面 利用 古 则 的 微分 方程 解法 来 依次 推导 状态 袜 率 闪 1) 
与 状态 概率 密度 P(t，x*)、P,( tt，*) 应 渡 足 的 微分 方 走 。 
若 没 好 (1 ， + 十 44) 天 示 在 时 间 区 间 【7 ， + 十 < 内 发 生 失 
总 玖 部 件数 ，88( 1， 十 A 表示 在 时 了 间 区 间 【《1， 上 十 < 
肉 安 千 失效 部 件 的 修复 数 。 则 事 伴 (1 二 A) 一 0 可 分 解 为 如 下 
三 项 究 闪 之 和 ，: 

I NCI)= 0、，HCH， [十 LD) = 0， 其 概率 为 
Per 一 各 cf 十 DC 

(2) NCO)=1，X{1) 一 %，x 可 为 任意 正 数 ，0 C1， 
++I0 一 1， 其 概率 为 | P(t，x)w《x)Zidx, 其 中 利 
用 了 下 述 等 式 

Piact, ft +AD=1INGI)=1, X(ti}=*x)= 

Pix Ny x) LX) A 

23) NCf)= 32， 下 (#4) 二 x， 何 为 任 章 正 歼 ，NC+ 十 
<- 一 0， 其 辑 率 为 (< 内。 
从 而 有 

Pl(li+dADe PNG +AD= 0) 

PC HA + PCr, ~) 
HCxR)ANIdx+t 0 CD) 

或 有 


de 一 Pu 1)+ PK t, wRCx)dx (3.31) 
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福音 到 为 使 NC 人 AD=1, +AA<RCFTAINE + .I+ 
Ax 必须 站 (人 一 1，% < 了 fix 有 在 
(1， 十 <z 门 肉 既 无 部 性 发 和 从 故障， 葡 无 部 件 修 理 完 成 。 此 
利 ! 为 
PC 二 LA 十 LDL PN(Gt +A 
=1, x+tNLICE FANE S++ Ax) 
=PINGI)=1,. x< 人 T(E MO, t+ 
一 ,0(1， 1+ 人 /A)=0) 
一 PE IAET I 一 和 LI HORYIAD + 0 (CAD 
扒 而 有 
Prt xtAD—P(, x)=—{h+ (x PC1, 
XAT oC) 
或 有 


Pi, x) + P(t, x ) 
—— ha)P(i, x), x {3.32) 


类 似 地 , 为 使 NC 人 IAD) 二 2, x TI + 人 AIDES +Ai+ 
AX%， 必须 NC1)==2， XX 之 和 (1 了 ) 信 X 十 dx， 且 在 Cf， 十 
了 DD 内 部 忻 的 修理 未 完成 ; 研 者 NCI)= 1 XxXC1) 和 十 
Ax， 上 日 在 《tt， +1 十 J 和 内 部 件 的 修理 尚 来 完成 ， 而 又 有 一 部 件 
发 生 故 障 。 即 有 
Pet ta XtADAxA= P(NCE THA) 
= 2 XATLE EADET +A) 
= PENG = 2, XX 
tAx Blt, t+AD=0)+ PONCI) 
=1, XE)IEX+HAT Ot1t, t+ 
= 0 MC +AD= 1)=PC1, WIAXC1I EEXYIAD 
十 (iT 一 站 (XDA DA 
座机 有 有 
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及 ;fi tA x+sAN—P{1, x) 
= Pt i, XHCNIATPL 1, XA 0 CF) 
才 有 


人 9 
可 Pt tf, 二 Bx 


= HEXIP{ I XIAPCO, SYS) sO (3.337 
最 后 , 为 使 Nt? 二 人 DD 二 10 之 证 (十 J 二 必须 站 (本 一 
0， 且 在 【+f， 上 十 ff] 内 有 一 部 件 发 生 故 障 ， 或 (1 一 23， 
有心 和 Ceo 且 在 《+，1 十 0D 内 正在 修理 的 部 件 完成 修理 ， 
外 有 


Patt, %*) 


Plt tat OAi= PENCE +A) 

-1, OETAIDEIAN = P(N I) 
=0, Mf, 1+ 人 ID)=1)+ P(N(!) 
=2, 0<CXCI)<o, OC1, t+AIN=1) 


= Pl hdit |™ Pl ts, XI Cx) LAdX 


+ on 
内 而 有 


pti, 0) P(t)+ (P(t, x) n(x)dx (3.34) 
路 此 之 外 ， 必 然 还 应 有 等 式 


Pi 0)=0 (3.35) 
Pt +) Pt 1， %)dx+ [pc tt, *j)dx= 1 
(3.36) 
《二 〉 系统 可 用 度 
柱 意 到 系统 的 瞬时 可 用 度 为 


ACD=PAD+ | Pt, xdz 


成 作 工 变换 。 有 有 
4 sj je" A 1)dt 一 CS ) 二 全 PiCs， %)d% 


因此 ， 只 需求 得 Pts) 与 Pi( 8s，%) 并 代入 上 式 即 可 得 
(5 )。 为 此 ， 对 方程 (3.31) 到 (3.36) 的 两 端 民工 变换 ， 并 
用 初始 条 件 (3.29) 代入 ， 得 到 


SPIC3)— 1=—hPis)+ | PICs, x) u(x)dx 
(8.37) 
SPI(s, x)+-PI(s, x) 
=— (L+HCxIIPs, xX) X00 (3.838 
SPICs, x)+— Ps, *) 
—— (x)Ps, x)+hPl(s, x), x>0 
1 《3.39》 


Pr(s, OAPI sy)+ | Ps, x) uCx)dx (3.40) 


PS 0)=0 (3 .417 
ee 着 eo 1 
PCs)+ | PGs, x)dxt [PICs, x)dx=— i 
C3.42) 


求解 方程 (3.38) 并 以 (3.30) 式 代入 有 
Pits，xz=PiCs，0)'exp[ 一 全 (+4+AC))dy] 
一 下 (0061 — GC) (8.43) 
将 上 起 代入 {3.37) 式 ， 并 利用 (3.30) 式 可 得 
sPI 一 1 一 一 PICsJ)+PICs 0) 人 ever 
‘CLI—GCRIR CN) de 


be 


~ 2241 ， 


miPr(s 十 ES ， 0) (Teer {x Ydx 
=— hs +s 0)g (st) 
其 中 2"*(s)= 全 ed YX 一 erg {x jdx。 求 解 工 式 可 
得 


Pr og" (s+A) 1 
Pr(sy Pr(s, 看 ) 十 克 + 十 加 


由 (3.337 式 解 出 天 (ss，x)， 并 以 人 .30)， (3.417， (3 .431) 
式 代 入 得 


Fs 
pres, x=e J “OY fprCs, 0) 


{3.44) 


x J (= dz 
+ pr ss)” ” dy } 


Ee"( 1 G(x 他 Pr(x, y) 


。 让 > BPNd> 
ei 0 . 


=Pts, O01— G(x))e "(ll 一 人 四 
(3.45) 
度 C3,43)，(3,44)， {3.45) 伐 入 [3.42) 可 得 


EE} 
Pr s， 0 = Ts 十 有 十 7 3 FAI oy 


C3.46) 
了 《3.46) 式 再 代 回 (3.43)，(3.44)，(3.45) 可 得 
| Pr s )= 1 9"(s)To (e+) 


SOs AHS 十 和 CT 一 的 (5 


hl GX) eh) 
so ts 二 1 二 3 十 和 [1 —o Cs) 
《3 .47》 


| Ps, x ) 一 
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Cl GX)e (一 BT 
Ms. * ) 一 Xe 十 4 二 《十 如) 并 一 外 《3 
以 (3.47) 起 代入 下 式 。 可 求 得 
-41 一 人 y+ 人 PKs， x dx 


{ts ADC1—g(s)+ors 十 4 了 十 ACT 一 ?3 十 1 了 
Cs +ADCsg Cs th ts ta)t1—g (Cs)) 


可 以 证 虹 lim (1)m~=A 存 在， 于 是 由 工 变 换 性 质 ， 可 以 求 得 


系统 的 稿 态 可 用 庶 为 


A= lim .47 ff) 一 lim sA4"( 8 ) 一 必 十 (入 二 ) 
和 hg" A) 二 二 人 


其 中 利用 了 L’ Hospital 法 则 及 等 式 
oO, 9 (0)=— | idG01) = 一 二 


{三 》 系统 可 您 度 


类 似 于 $3.3 的 姓 理 方法 ， 为 求 系统 可 和 娩 度 R(1),， 具 需 和 将 
过 程 {NCf)， 开 C4) +t 守 人 } 的 工作 状态 保留 ， 而 将 内 兹 状态 
改 为 吸收 态 即 可 。 根 据 本 模型 为 并 联系 统 的 峙 性， 项 将 NC1D = 
2 这 一 失效 态 改 为 吸收 态 即 在 申 过 程 {N (1)，X(1); 1 之 0} 
的 基础 上 来 构造 一 个 新 过程 {RC1)，X 站 (1); 7 30 其 中 
N(1) 仍 表示 t 时 刻 系统 发 生 故 障 的 部 性 数 。 当 窜 (?+)= 1 时 ， 
世人 表示 {时刻 正 在 修理 的 部 件 在 1 时 鹿 前 已 修理 过 多 长 了 时间: 
当 容 (C+) = 0 或 2 时 , 网 区 ( 1) 可 以 不 考虑 ， 因 为 守 (1)= 2 是 过 
程 的 豚 上 收 态 ， 一 且 系 统 进 入 该 状 态 ， 过 程 将 中 止 。 氏 有 果 我 们 将 图 
3-20 粗 略 地 视 为 原 这 程 i{N (1)，XX(t1,t 守 01 的 转移 密度 图 ， 
则 图 3~21 即 可 视 为 某 过 程 { 罕 (C1)， 鞠 (1); ff 半 07 的 转移 密度 
儿 。 因 上 此， 新 过 程 是 一 个 有 了 吸收 态 的 广 交 Markov 过 程 ， 并 仍 庶 
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有 转移 概率 
PRC +HAD= 1 +1INCGt ) = i) = lit 0 (sD), 
i=0, f 
对 新 过 程 ， 定 义 状态 概率 ， 
Olt)= PN(f)= 0) 
Ott, xdx—= PNCI)=1, wR +dx) 
则 易 知 系统 可 靠 度 


SASSEN EASE x dx (3.418) 


容易 建立 9,( 1 ) 与 9.( 1，x ) 的 微分 方程 组。 事实 上 ， 只 需 在 
(3.31)，(3.32)，(3.34) 式 中 分 别 将 PC 1 ) 换 威 0( 1), PC。 
x ) 换 成 90 +，x )， 并 令 PCi，x)= 0 即 可 。 于 是 可 得 


= hb t+ 0 ts XIR(CUXIdy 


二 一 


"Ot 0 
A tf I=0( ft, 0) 


(3. 49) 
由 前 假设 ，1 一 0 时 系统 的 两 个 部 件 都 是 好 的 ， 故 庶 有 
dt0)=1, dro0, X= 0 (3.50¥ 
对 13.49) 式 两 边 作 工 变换 ， 计 利用 03.50) 式 ， 有 
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| x yxJdx (3.517 


Mts, A) Ch+ h(x) Os, 《3.52) 


| 【SS。 %)+ 
MO! § = ss, 0) . (3.53) 
妥 解 13.52) 式 ， 并 以 (3.30)，(3.58) 式 代入 ， 得 


这 
一 imidy 
Cs, x) = Es, Oe he fs 


= eA G(x)) (3.54) 
台 (3.54) 式 代 入 (3.51) 式 ， 可 解 得 
本 1 _ 
Os TTT os TA 3.55) 
将 上 式 代 回 {3.54) 式 ， 可 得 
pls, x)— de Cl Gx) (3.56) 


s Til1—g Cs +A)) 


对 {3.48) 式 两 端 作 工 碍 换 ， 并 以 (3.55)，[3.56) 式 代入 。 
可 得 


Rs)= [Ve Rl at=0% s)+ | ot s, a#)dx 


一 3 十 届 十 Mod1 一 8 (人 十 4 
CS 十 和 (一 9 十 


鸭 而 还 可 求 得 系统 首次 故 入 前 平均 工作 时 间 


MTTFF= |™ RONd= lm ReCa) 
号 一 


一 A 十 加 1 —8" (A) 
Nhtl—g (Ch)) 


习 题 三 


1. 设 产 品 寿 命 Z 服 从 -Weibull 分 布 。 求 该 产品 的 RC(1}，MTTF 与 
下 CC)。 
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2，-- 可 入 性 系统 其 用 时 可 用 度 为 4(t)，X(fh= 一 - 


， 太 。 7 ds 称 为 系统 在 [0. + 3 时 间 内 的 平均 可 用 度 。 若 有 tim_4(11 


= 4. 求证 lim A(11= 4 


站 一 ee 
3. 设 F(x) 是 连续 型 奉命 分 布 , 10)= 0 , 试 证 明 户 {x)= 1 -et 
f 关 人 ，4 >0 的 充分 必要 荣 件 是 4114) = 4 六 0, 对 雇 有 的 1t 关 0 成立， 
4、 某 产 品 受 色 随机 冲击 后 将 会 失效， 今 设 随机 冲击 流 1R tt) 上 > 
0 为 Poisson 流 ， 平 均 到 达 率 计 守 0 (其 中 和 (1) 表示 《8， 1 ] 因 的 冲击 
次 归 )， 且 产 训 受到 上 次 冲击 后 好 合 失效 ， 试 求 产 总 的 者 傅 委 布展 fxz3， 可 
草 度 下 (1 与 尖 效 率 4 11) 
5， 基 混 联 系统 由 五 个 音 元 组 下 ， 其 可 靠 性 时 构 框 网 见 图 3-32， 今 设备 
单元 的 工作 相互 独立 ， 硅 命 分 布 均 为 指数 分 布 ， 且 设 单元 el，e 1，#; 的 失效 
率 均 为 和 1， 而 单元 ts， s 的 尖 效 率 为 41 与 4o。 求 该 系统 的 可 靠 广 及 MTTF， 


图 8-22 


6， 茶 型 旱 气 式 飞 机 有 三 个 发 动机 ， 必 须 至 少 有 二 澡 发 动机 正常 工作 叶 
才能 安全 飞行 。 今 设 飞 机 事 旅 的 发 生 仅 由 发 动机 失效 记 引 起 , 若 三 台 发 动机 
寿命 相互 独立 ， 且 具有 相同 的 负 指 获 分 布 ， 平 均 寿 命 为 2 x 103 小 时 ， 试 求 
当 1 =100 小 时 时 飞机 的 可 靠 度 。 

7. 一 个 可 靠 性 系统 由 # 个 部 件 和 一 个 转换 开关 组 成 ， 系 统 工作 初始 时 
刻 ， 一 部 件 开始 工作 ， 其 剑 部 件 作 痊 贮 备 - 当 工 作 部 件 失 效 时 ， 转 换 开关 
空 站 转 接 贮备 部 件 。 但 开关 不 完全 可 区 ， 在 舞 次 使 用 时 ， 开 关 正 常 的 概率 
为 庆 . 失 就 的 概率 为 9 = 1 -请 。 今 设 4 个 部 件 的 寿 合 下 、 和 8 、 ,< 涡 
辫 同 负 指 玩 分 布 ， 平 欧 寿 疹 为 1714 尖 和， 且 与 开 美 的 好 坏 也 锤 立 。 试 洪 该 
系统 的 可 靠 麻 尺 {t+ ) 与 MTTF， 

&8， 一 可 佛 性 系统 由 两 个 部 件 并 联 和 而 成 ， 此 两 个 部 件 的 寿命 了 与 羡 ; 服 
大 二 维 指数 分 布 ， 其 联 侣 生存 概率 为 
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PXI 大 2 = expt — AN — Asts ~ M2max tl, 12) 3 
正中 家 1，is，A1s 半 0。 试 裤 该 系统 的 可 车 度 玉 (ff) 与 MTTE, 


3， 考虑 一 马 氏 可 骨 系 国 ， XC+)= 上 表示 + 时刻 系统 处 于 状态 +， 
i 和 T= {0 ，1，。2，-…， 育 }，N(t) 衣 示 (0，1] 时 间 内 系统 的 故障 
次数 邻 Mi(C y= ENCIOIX(O0) = iy, ET Mitt)= (Mo(tt), 
1) ，，Mmw(1))7。 试 求 杂 (Cf) 上 应 济 足 的 类 阵 微分 方程 。( 注 ， 设 
-AMic tt} 


df >》 称 为 系统 在 f = 0 时 从 初始 状态 i 出 发 条 促 


下 ， 在 ? 时 刻 的 本 时 故障 糯 度 ) . 

10， 考 户 一 单 部 御 可 嫉 系统 ， 仅 有 工作 与 破 障 两 个 状态 ， 有 分 布 FP (人) 
= 记 {( 开 f= 1 ~e tt 30，4>0。 部 忻 故 障 后 的 禾 理 时 间 了 有 分 
市 (Ff)=1 -en 0 ， 上 六 0 ， 今 设 庆 与 了 相 玉 独立， 故障 部 
术 述 复 后 的 海 命 分 布 与 新 的 部 件 相同 ， 且 初 始 时 关系 统 处 于 工作 状态， 坛 
求 (1) 系统 的 可 上 及 时 可 用 度 4 (+ ) 与 稳 态 可 用 麻 4。 (2 ) 系统 可 人 厘 度 
下 (+ ) SMTTEF, 

11， 考虑 两 童 元 串联 系统 ， 其 中 单元 I 是 不 可 能 理 单 元 ， 其 可 蕴 度 为 
> 0 ， 单 元 荆 是 可 由 单元 ， 其 寿命 和 维 此 时 间 分 别 服从 参 
数 生 与 18s 的 所 指 数 分 布 (ia 9，41 汪 9)， 其 地租 设 与 上 题 相 同 , 并 设 初始 
禁 刻 ， 单 也 TI 和 单元 下 均 处 于 工作 状态 。 试 求 (1 系统 的 眠 时 可 用 度 与 稳 
态 可 用 度 。 (2 ) 系统 的 R(t+) 与 MTTEF. 

12. 考虑 三 个 相间 单元 一 个 修理 工 的 2/ 3 { 好 ) 系统 。 单 元 的 寿命 和 
维修 时 间 分 别 原 从 参数 为 1 > 时 与 Pe 的 负 指 数 分 布 ， 各 部 性 的 者 命 以 
及 维修 时 间 相 喜 独 立 ， 故 障 部 件 瞬 复 后 其 寿命 分 布 与 新 部 件 一 样 ， 且 设 初 
始 时 刻 系 统 的 三 个 单元 都 是 正常 的 ， 试 求 〔1 7 系统 的 A(1) 与 4. (2) 
系统 的 足 (+ ) 与 MTTEF， 

13， 考 谍 一 个 冷 贮备 系统 ， 它 由 两 个 不 同型 部 件 和 一 个 修理 设备 组 
七 . 当 两 个 部 件 震 正常 时 ， 其 中 一 个 部 特工 作 ， 另 一 事件 作 冷 贮备 。 当 工 
作 部 件 发 生 故 障 时 ， 贮 备 部 件 立即 等 换 并 转 为 工作 状态 ， 而 修理 设备 则 对 
数 障 部 件 进行 修理 。 当 故 麻 部 忻 修 好 时 ， 著 工作 部 件 也 已 发 生 故 降 ， 则 客 
辫 即 进入 工作 状态 。 否 刚 。 进 入 冷 驻 备 状态 。 今 设 转 接 开关 旺 完 全 可 于 的 ， 
开关 转 执 是 用 时 的 。 部 件 ; 的 寿命 分 布 为 1 -ei ', za 和， 故 谭 后 的 修理 
和 鱼 间 分 布 为 1 -eaft， 0，(ia po iT=1，2。 试 求 51) 系 
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许 的 稿 杰 可 用 度 4。(3)》 系统 的 MTTFT ， 

14， 有 六 个 相 责 独 立 工作 的 相同 部 体 。 按 出 3-23 所 示 三 种 可 车 性 结构 
方式 纽 成 系统 。 今 设 各 部件 可 靠 应 均 为 "0.8， 达 末 三 个 系统 的 可 营 度 ， 并 
比较 其 合 劣 . 


天 3-23 


15. 比 歼 丁 相 同 部 件 组 眠 的 准 呈 备 系统 ， 温 贮备 系统 、 并 联系 统 的 三 
靠 度 。 设 单元 工作 时 的 可 靠 度 为 e-a， 温 贮备 时 前 可 靠 度 为 emfin0， 
下 2 有)。 

16. 考虑 一 个 让 同型 玫 件 组 成 的 玲 贮 竺 系统 ， 部 件 的 失效 分 布 是 负担 
数 分 布 ， 失 效率 1 = 0.57104 小 时 。 车 要 求 系统 工作 5000 小 时 其 系统 可 车 麻 
大 于 0.997， 试 分 别 讨 论 如 下 几 种 情况 ，{ 1 》 转换 着 关 完 全 可 菲 时 ， 禹 配 
符 多 少 个 冷 贮 备 郁 件 ? ( 2》 转换 开关 成 功 转 接 的 概率 为 40.8， 能 可 达到 上 
述 可 靠 性 要 求 ? (3 》 若 配备 三 个 冷 贮备 部 件 ， 则 转换 开关 成 功 转 接 的 概率 
应 取 何 什 ? 
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第 四 章 ”随机 系统 与 随机 过 程 的 
计算 机 模拟 理论 


计算 机 模拟 (Computer Simulation) 又 称 计算 机 仿真 ， 它 
是 随机 运筹 学 应 用 中 最 具有 广阔 前 景 的 分 支 之 一 ， 同 时 也 是 火 系 
俩 研究 中 系统 分 析 的 有 力 工 具 和 支柱 。 本 章 将 通过 神 拟 的 基本 概 
念 ， 随 机 变量 的 模拟 、 随 机 过 程 的 模拟 、 随 机 系统 的 模拟 等 内 容 
.来 概要 介绍 计算 机 模 扳 的 基本 数学 理论 和 方法 。 


$ 4.1 计算 机 模拟 的 基本 概念 


(一) 什么 是 计算 机 模拟 


所 谓 模 拟 就 是 将 所 研究 的 对 象 用 其 他 手段 来 加 以 模仿 药 一 种 
活动， 当 采 用 这 种 模拟 方法 来 研究 问题 时 , 一般 来 说 , 人 们 并 不 直 
斤 观 察 所 研究 的 对 象 及 其 变化 过 程 。 而 是 先 设计 出 一 个 与 该 对 象 
或 其 变化 过 程 相 类 位 的 模型 ， 然 后 通过 模型 来 间接 研究 这 个 对 象 
或 其 变化 过 程 . 模拟 对 于 人 们 来 说 并 不 隔 生 , 其 历史 可 追溯 到 数 千 
年 以 前 , 传说 在 我 画 东 六 时 期 , 费 冲 为 测定 一 只 大 象 的 重量 ， 采 用 
了 如 下 方法 ， 首先 他 把 大 银 装 在 一 具 盘 上 ， 并 在 船 的 外 航 划 一 标 
志 来 孝明 船 下 沉 的 水 平 ， 然 后 和 即 去 大 象 ， 再 用 五 挟 装 上 船 ， 直 
到 船 下 沉 到 滞 有 的 水 平 为 止 ， 最 后 分 批 称 石头 的 重量 ， 从 而 获得 
大 象 的 体重 。 癌 冲 利 用 浮力 原理 用 五 块 来 奉 代 大 和 象 就 是 我 国 占 代 
模拟 学 思想 运用 的 生动 实例 。 其 他 又 如 现代 的 军事 演习 。 飞行 器 
的 风 油 试验 等 都 是 模拟 的 应 用 实例 。 然 而 模拟 学 在 很 长 的 一 段 时 
期 内 始终 处 于 停 弟 不 前 的 状态 ， 而 只 能 在 少数 科技 领域 内 得 到 应 
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用 。 分 析 其 原因 ， 主要 在 于 上 述 模拟 都 是 实物 模 拆 ， 因 而 存在 着 
俯 容 员 演 ， 速 度 慢 ， 不 易 重 现 试验 结果 等 弱点 。 自 廿 世纪 五 十 年 
代 电 米 ， 由 于 电子 计算 机 的 出 现 ， 产 生 了 一 种 新 的 模拟 方法 一 计 
竺 扬 模拟。 计算 机 模 报 是 一 种 对 问题 求 数 值 解 的 方法 ， 它 利用 电 
也 计算 机 对 一 个 客观 复杂 系统 《研究 对 象 ) 的 结构 和 行为 进行 动 
态 周 仿 ， 从 而 以 安全 和 经 济 的 手段 来 非得 系统 或 其 变化 过 程 的 竺 
性 指 轩 ， 为 决策 者 提供 决策 的 依据 ， 下 面 我 们 对 计算 机 模拟 的 有 有 
关 问 题 作 概 要 的 介绍 。 

1. 计算 艇 模 氛 的 应 用 范围 与 优 缺点 

随 闭 计算 机 科学 与 系统 科学 的 发 展 ， 计 算 机 模拟 的 应 用 领域 
不 断 指 广 ， 目 前 计算 机 模拟 不 仅 在 工程 技术 ， 科 学 试验 ， 军 事 作 
战 ， 生 产 管理 中 得 到 了 应 用 ， 而 且 在 财政 金融 甚至 社会 科学 中 也 
得 到了 广泛 的 应 用 。 同 如 ， 在 工程 系统 中 (如 机 枞 系统、 电子 系 
统 、 计 算 机 网 络 系统 等 )， 计 算 机 模拟 是 系统 规划 设计、 分 析 ，、 
评价 的 有 力 工具 ， 在 管理 系统 中 ， 对 于 企业 管理 ， 计 算 机 模拟 被 
用 来 作 产 品 规 求 预 测 、 确 定 最 优 库存 量 、 安 排 生 产 计划 、 氢 定 企 
下 的 开发 战略 符 ， 对 于 经 济 管理 ， 计 算 机 模拟 被 用 来 作 国民 经 济 
蔬 测 、 经 济 结构 分 析 、 政 策 评 价 等， 在 军事 作 战 中 , 计算 机 模 氨 
被 用 来 作为 坦 况 对抗、 导弹 对 抗 、 多 兵种 协同 作战 对 抗 中 的 战略 
战术 方案 的 规划 与 评价 ， 在 社会 经 济 系 统 中 ， 计 算 机 模拟 被 用 来 
作 人 口 、 人 大 才 、 能 源 等 方面 的 预测 与 规划 ， 在 科学 试验 中 ， 计 算 
机 模拟 为 观察 各 种 事物 的 变化 过 程 提供 了 一 个 良好 的 “实验 场 
所 ”"。 在 这 个 “实验 场所 ”中 ， 估 们 可 以 观察 、 分 析 和 研究 农 作 
物 的 裁 培 过 程 ， 槟 电站 的 运行 过 程 ， 济 际 导弹 的 飞行 过 程 等 ， 从 
而 为 真实 的 实验 积累 了 大 量 的 综 验 与 咎 识 - 

计算 帮 模 拟 的 放 用 之 所 以 如 此 广泛 ， 除 了 计算 机 本 碳 所 具有 
的 优点 外 ， 还 雁 于 它 为 实际 系 综 的 运行 提供 了 一 个 盘 想 的 “实验 
场记 *"， 从 而 使 得 实际 问题 中 ， 一 些 实验 无 法 付 诸 实施 的 研究 周 
题 ， 或 者 虽 能 实现 真实 试验 ， 煞 而 其 代价 极其 昂贵 ， 甚 至 会 带 来 
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某 种 风险 的 问题 研究 得 到 了 解决 。 岗 如 ， 要 项 测 来 水 十 五 年 的 到 
济 计划 指标 ， 人 们 无 法 让 国民 经 济 实际 去 运行 一 盘 时 曲 来 焉 计 这 
些 指标 ， 但 却 可 以 构成 一 个 经 济 这 扑 寞 型 ， 利 用 尽 可 能 搜 储 公 的 
狼 握 ， 根 据 不 同 的 计划 设想 来 对 其 进行 各 种 模拟 试验 ， 从 而 得 到 
各 种 顶 洞 的 经 济 计划 指标 。 对 于 企业 管理 人 员 来 说 ， 为 使 企业 在 
竞争 中 发 展业 大 ， 新 产品 的 研制 以 及 新 的 开拓 性 投资 将 是 十 分 重 
要 西 又 带 有 风险 竹 的 决策 问题 ， 因 为 上 述 作法 一 晤 明 到 卸 折 基肥 
失败 ， 将 使 企业 蒙受 巨大 的 经 济 损失 其 至 导 玫 企业 破产 ， 其 后 果 
是 十分 严重 的 ， 鲍 此， 对 也 这 -一 类 问题 应 先 进行 各 方面 的 调查 
和 分 折 ， 将 不 殊 定 的 因素 取 油 来 并 组 合 到 模 型 中 去 ,然后 设法 变 
氛 有 关 的 参 获 进 行 多 次 模拟 试验 ， 以 所 进一步 较 全 看 地 认识 这 此 
不 确定 因素 的 实质 ， 从 而 为 今后 制定 有 效 的 对 策 打 下 基础 。 综 上 
所 述 ， 经 济 管理 和 企业 管理 中 的 许多 复杂 的 决策 问题 ， 由 于 建立 
了 对 应 的 党 拟 横 型， 就 可 在 计算 祝 上 进行 多 次 反复 模拟 试验 ， 过 
行 大 量 方案 的 比较 和 评 优 ， 从 而 为 管理 决策 提供 了 必要 的 数量 人 
据 ， 这 正 是 计算 机 模拟 的 主要 优点 之 一 。 当 然 ， 计 算 机 模拟 也 不 
是 万 能 的 ， 基 于 它 目 前 沿 处 于 发 展 之 中 ， 一 些 问 题 还 有 待 解决 ， 
例如 精度 估计 问题 、 收 化 速度 问题 等 等 。 因 此 ， 摘 清 实际 问题， 
答 当 运用 计算 机 模拟 方 法 将 是 重要 的 。 

2， 模 拟 入 型 及 其 分 类 

当 采 用 计算 机 模拟 来 研究 一 个 复杂 系统 的 状态 特性 时 ， 通 党 
是 通过 构造 其 对 应 的 模拟 模型 来 实现 的 。 所谓 模型 乃 是 任何 一 组 
对 某 事 物 的 规则 和 关系 的 浇 述 ， 这 种 描述 可 以 用 思维 规 风 来 完 
成 , 它 称 为 岂 维 模型 ， 可 以 用 语言 的 陈述 来 描述 , 它 称 为 陈述 性 核 
型 ， 也 可 以 用 方程 、 解 祈 式 或 图 来 描述 ， 它 称 为 数学 模型 模拟 
模型 属于 数学 模型 ， 但 它 又 与 过 去 人 们 郊 悉 的 采用 方程 或 解析 式 
形式 的 数学 模型 不 同 , 而 是 采用 逻辑 流程 图 形式 的 数学 模型 ,正品 
出 于 上 上 述 竺 点 , 使 得 模拟 模型 的 计算 与 分 析 易 子 在 计算 机 上 实现 。 
从 而 为 模拟 学 与 计算 机 的 结合 创造 了 必要 的 条 件 。 
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模 报 模型 的 分 类 可 以 藉 不 周 的 角度 来 考虑 ，。 鲍 如 可 以 且 孙 统 
的 状态 特 考 束 划 分 ， 也 下 以 从 系统 的 时 间 特 狂 来 划分 ， 还 可以 及 
应 用 类 虱 或 模型 结 移 形 式 来 划分 等 等 。 其 分 类 标准 及 其 下 应 模型 
分 出 凤 央 51。 
过 #1 


分 闫 标准 共 系 访 的 状态 特 | 从 承 综 的 时 间 特 从 补 型 的 铺 棉 形 | 从 运 敌 学 购 虚 用 
性 划分 | 性 划分 式 划 分 范围 划分 


| 
1 


， 葡 定 竹 侦 型 离世 性 模 奸 。 ， 筷 昔 式 模 亚 在 博 借 加 
得 | 申 联 式 楼 型 排队 姓 电 
一 | 荐 机 作 模 再 症 继 信 机 型 。 | 扩 问 式 格 型 不 语 柑 可 
EE | L 


| 分 折 起 模型 


《二 ) Buffon 投 针 模拟 的 启示 


为 了 搞 清 计 算 机 模拟 的 概 狐 及 其 应 解严 的 基本 问题 、 下 而 我 
们 来 复习 梳 率 论 中 的 著名 问题 。， Buafioa 投 针 问 题 。 

例 4.1 在 平面 上 面 有 莹 距 为 2 (ec>>0 ) 的 一 些 半 行 线 ， 
商学 面 任意 投 一 长 为 2 荆 《 工 盖 a ) 的 和 从。 试 求 针 与 平行 线 相交 
-的 丢 率 。 

解 ”Buffon 投 针 问 题 是 报 率 论 中 人 们 所 熟知 的 一 个 例题 ， 其 
求解 的 解析 法 也 是 大 家 所 熟悉 的 。 本 章 将 其 作为 例题 的 目的 不 是 
来 重复 厌 率 论 中 的 解析 方法 ， 而 是 企图 通过 此 例题 来 简要 地 谈 
在 数字 计算 机 模拟 中 随机 模拟 的 基本 思想 与 方法 。 在 求解 前 首先 
需 说 明 的 是 “ 任 滞 投 一 长 为 2 的 针 ” 

的 含义 是 什么 ? 这 里 “任意 * 二 空 是 有 | 

其 严格 的 概率 意义 的 , 我 们 用 图 4-1 来 “于 ¥ 

说明 。 若 浆 才 示 由 针 的 中 点 到 离 它 量 | 

近 的 一 条 平行 线 间 的 距离 ， 9 是 针 与 了 

平行 线 构成 的 角度 ， 屠 么 XX 与 9 两 个 四 

.参数 就 叭 -决定 了 针 蓝 在 平面 上 的 位 置 。 任 投 一 针 ， 这 里 面 有 三 
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个 意思 ; 

a) 参数 工 随 每 次 投 针 结果 的 不 同 而 不 同 ， 即 瑟 是 一 个 随 
机 变量 。 具体 地 说 天 是 在 《0，e) 范围 肉 取 值 的 均匀 分 布 随机 

《b ) 射 与 平行 线 的 夹 角 介 于 9, 与 9 十 4VW 之 间 的 概率 与 9? 
的 太 小 成 正比 ， 且 Pp 取 值 于 {0，x)。 这 就 是 说 ，、 随 机 变量 
均 名 分 布 半 (0， x ) 区 间 上 。 

(ec) 二 与 和 是 两 个 得 互 独立 的 随机 变量 。 

补足 上 述 三 点 的 和 投 针 称 为 随机 投 针 。 下 面 我 们 通过 三 种 不 同 
的 方法 求解 上 述 问 题 。 

‘+1) 分 析 法 

出 图 4-1 全 和 针 与 平行 缆 相 交 的 充分 必要 条 件 为 

是 < 了 Sin 入 (4.1} 

故我 们 的 问题 等 价 于 在 平面 xoP 中 之 区 域 
0 | 


人 站 各 
内 均 名 分 布地 投 点 ， 求 点 医 在 区 域 
0 x Lsing | 


PT 


c-|c， PY), 


-| Ps 


内 之 概率 ( 见 疼 4-2)。 由 几何 概率 的 基本 大理 知 ， 此 概率 了 等 于 
图 4-2 中 庙 线 区 域 面积 与 矩形 面 
积 之 比 ， 妈 有 


工 = 上 Fin 


2 


全 艺 S 记 人 村 多 
P= 


| 
1 
TT or | 


显然 如 果 能 够 汇 求 得 PP， 那 么 即 
可 由 上 式 获 得 图 4-2 
Tt =2L/(oP) (4.2 
。 254 ， 


(2) 实物 模 拉 法 

实物 模 氢 法 的 理论 依据 是 Bernoulli 大 数 定律 ， 车 设 态 是 NN 次 
-Bernonlli 试 验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ， 而 了 是 事件 A 在 每 次 试验 中 
:出 现 的 横 率 ， 刚 对 任意 汪 > 8， 都 有 : 


{ 
‘im Pi| 人 .Pl<el=1 


' 即 事件 4 郧 现 的 频率 末 /N 依 概率 收 仑 于 概率 (也 癌 用 强大 数 
定律 ?- 

由 此 可 知 ， 我 们 内 需 作 一 系 列强 立 重 复试 验 ( 即 投 针 ), 并 
记录 下 投 针 的 次 数 入 及 针 与 直 绩 相交 的 次 数 末 , 则 当 N 充分 大 时 ， 
即 可 用 频率 HI/N 来 作为 概 举 忆 的 渐 近 估计 值 , 厅 / 入 心 P， 并 由 
(4.2) 式 可 得 = 的 估计 值 r 于 2LN/g 玉 ， 历 史上 曾经 进行 过 不 少 
次 这 样 的 试验 ， 取 得 了 很 好 的 结果 。 现 列表 如 下 。 


表 4-2 
钙 长 | 半 问 距 ]」 理论 全 | 投 挪 次 狐 | 相 交 次 数 | 估计 介 ~ 
实验 者 年 前 | ; | .i x 
2 a | PP 1 | H ! Pp 
Wolf 18500,8 0.5 | 9.5093 | 5000 | 2532 D0.5084 | $.1596 
Smith 1855|0,6 0.5 | 0.3819 | S204 | 1218.5 | 0.3B03 | 3.1554 
DeMorgan.c. |1860l1.0 0.5 | 0.6366 Poo 382,5 | OQ.6375 | 3.337 
Fox 18gd1.75 0-5 | 0.4774 | 1930 | 489 | 0.4747 | 3.1595 
Lazzerini 19010.33 | 0.5 | ¢.5284 | 3408 | 1808 0.5305 | 3.1413029 
Reina 1925|0.5419| 0.5 | 0.3450 | 2520 | 859 0D,.34BD | 3.1741 


如 果 我 们 对 人 工 模拟 的 实验 方法 进一步 研究 ， 发 现 其 实施 步 
又 《程序 ) 具有 严谨 的 逻辑 性 《 见 图 4~3)。 遗 键 的 是 用 人 人工 的 方 
法 来 实现 随机 投 针 实验 是 十 分 原 摊 而 又 吃力 的 ， 往 往 稍 不 注意 就 
将 导致 整 个 实验 的 失败 。 

随 着 电子 计算 机 应 用 的 日 益 广 泛 与 深入 ， 人 们 设想 能 否 将 上 
述 揭 “随机 投 针 数字化， 而 保留 其 严谨 的 逻辑 性 。 亦 即将 “ 郑 机 
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投 针 ”这 一 吃力 的 工作 交 络 电子 计算 机 去 做 ， 这 样 就 可 以 在 很 短 
的 时 间 内 完成 成 千 上 万 次 “ 投 针 试验 ”， 从 而 轻松 地 解决 上 述 
问题 。 

{3) 计算 机 模拟 法 

报 据 上 述 设 想 ， 要 使 电子 数 
字 计 算 机 模拟 随机 投 针 ， 首 先 必 
须 将 随机 投 针 数字 化 。 玫 么 ， 生 
么 是 随和 机 投 针 的 数字 化 呢 ? 考虑 
到 投 针 的 效果 无 非 表 现在 针 落 在 
相对 于 平行 线 的 某 个 位 置 上 ， 而 
这 个 位 置 显 然 可 用 一 个 数 对 (xX ， 
2 ) 来 表示 。 因 此 ， 所 谓 投 针 数 
字 化 ， 其 实质 就 是 用 一 定 的 方法 
来 产生 随机 变量 x 和 9 的 抽样 序 
到 {x P= 
当然 ， 对 这 个 序列 的 要 求 是 ， 它 
们 必须 满足 前 面 关 于 随机 投 针 的 
三 点 要 求 。 因 此 ， 只 要 蓝 得 了 这 
桦 的 抽样 序列 ， 就 意味 着 得 到 了 图 8 
-系列 的 投 针 结果 。 于 是 根据 投 
针 结 果 (x:，wr)， 就 不 难 用 式 (4.1) 来 判断 针 基 可 与 平行 占 梯 
交 了 。 邵 果 我 们 获得 了 NN 对 投 针 结 果 (x，P1)， 主 二 1- WN， 
而 用 式 (4.1) 判断 的 结果 是 共 发 生 了 态 次 相交 ， 那 么 末 /N 就 可 
以 作为 针 与 平行 线 相交 的 概率 的 渐 近 估计 值 。 

上 述 上 随机 变量 x 和 多 的 抽样 序列 (x:，P1) 称 为 随和 数 ， 由 
于 x 的 取 值 范围 是 《0 。a)，$? 的 取信 范围 是 《0 ，x)， 并 且 
它们 都 最 从 均匀 分 布 律 ， 因 此 我 们 就 称 % 为 取 值 (0 ，4 ) 的 均 
匀 分 布 随机 数 ， 而 2 则 称 为 取信 (0， 5) 的 均匀 分 布 随 机 数 。 
在 各 种 分 布 的 随机 梧 中 。(0，1)》 范围 上 均 怀 分 布 的 随机 数 是 
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最 世 本 的 ， 只 去 获 得 了 (0，17 上 均匀 分 布 随 机 数 ， 其 也 各 种 
分 布 的 随机 数 也 就 得 容易 得 到 ! 王 章 第 二 节 和 将 介绍 有 关 诛 琢 !， 风 
此 ， 在 许多 数字 电子 计算 机 的 算法 语言 中 。， 都 设 有 随机 数 员 以 ， 
为 使 用 者 提供 了 很 大 的 方便 。 例 如 在 BASIC 语言 中 ， 有 随 相 黎 
郑 数 RNDIx )， 式 中 xx 可 以 是 任何 一 个 数 或 任何 一 个 有 定 交 的 
变量 。 在 程序 中 ， 只 需 书 写 下 述 赋 值 语 句 ， 

LET X=2#*RND(1) 4 

LET Y=<=3.14159* RNDCSG) 
则 计算 机 执行 一 次 式 (4.3) 之 程序 即 可 产生 一 对 满足 上 述 要 来 
的 随 帮 歼 (x:，i) {至 于 产生 随机 数 的 方 法 ， 我 们 将 在 后 面 作 袍 
要 的 介绍 )。 

将 人 工 模拟 法 前 程序 拒 图 4-3 加 以 “数字 册 "， 即 可 获得 计 
等 机 模拟 的 程序 框 图 4-4。 

为 了 观察 模拟 结果 与 投 针 次 
数 的 内 在 联系 ， 或 模拟 结果 与 理 
论 值 的 起 差 己 一 请 与 授 针 次 数 放 
的 依 丈 关系 及 其 发 展 趋势 。 我 们 
在 程序 中 应 计算 出 理论 信 书 = 
2 上 /27), 然后 每 增加 1000 次 投 
烤 就 输出 一 次 结果 ， 总 共和 输出 
100 次 结果 ， 根 手 上 述 设想 及 框 
图 4-4， 容 易 写 出 Buffoa 投 针 试 
验 的 源 程序 如 表 4-?。 

最 工 二 1， 一 2， 执 行 上 
述 源 程序 后 序 可 得 表 4-4【〈 表 中 
之 9 即 为 #)。 由 甫 4-4 可 夯 出 
斤 4-5， 观 痕 图 4-5 可 知 ， 在 少 国 
量 次 数 的 模 氢 试验 中 ， 模 氢 值 很 不 精确 ， 且 各 次 模拟 解 有 较 大 的 
披 动 、 然 而 随 着 模拟 次 数 的 增 大 ， 模 拟 导 将 越 来 越 芍 近 于 理论 慎 
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让 LFRINT 1, a* 
17) INPUT L, A 
15| LET Pu 2 #1L/(3.14150 4AY 

on| LFRINT “Pa P 

os| LPRINT nm?, Hp", qr, *p— 
By， “由 —3,14159* 


LET Zu SIN (C9,14159# RNDC 1)) 
55| IF XL 7GOTO 65 

Bo LET HeH+ 1 

65| NEXT 上 

wo LET N=N+100n 

1 LET Qa 2 NeL/AnHY 


so LET N= 0 ga0] LPRINT N, H/N, 0, FPF-H/N, 
35| LET Ha=# 3.14159 
dn FOR i= 主 TO 1000 83 IF N10N0001 THERN 40 

gol ENT 


45| LET X=ArRND C1) 
| -ai 


S00 10000 1» O00 Fe 
图 45 


0.3183102， 这 就 进一步 从 实践 中 证 实 了 概率 论 中 的 著名 定 律 一 
Beraoulii 大 数 定 律 。 
通过 Buffon 投 针 间 题 的 分 析 与 求解 ， 我 们 可 以 得 到 两 虑 


| 


启示 。 

(1) 苑 机 性 模型 的 计算 机 模拟 续 实 质 上 是 吸收 了 分 析 法 与 
人 于 模拟 法 的 两 大 优点 ， 数 量化 与 还 辑 人 发 展 而 成 的 。 它 既 式 补 
了 分 析 法 面 对 复 杂 系 统 而 无 能 为 力 ， 也 弥补 了 人 工 模拟 法 的 笔 拙 
薪 后 ;从 而 在 计算 机 上 为 各 种 大 型 复杂 的 随机 标 统 进行 统计 试验 
提供 了 一 个 理想 的 “试验 场所 ”。 因 此 计算 机 模 氢 法 又 称 统 计 斌 
葵 法 或 蒙特 卡 洛 法 (Yonte-Carlo)。 
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囊 4-4 


p= 0.3183102 
于 pp | 对 pp-hAin Q@ 一 3.14159 

1000 0D.31 志 3 .184713 #4.310131E-03 44.3I2325 了 一 0 
2000 和 .3 1 所 .164557 2.310127 玉 -03 2 .296686 -0 
3000 .30B333 训 ,2 44 字号 二 .976804E-03 0,1016551 

ET D.8065 :省 1.781015 E02 05 

OD 0.313 号 .1 自 半 归 S 6.310148 EE -3 让 ,人 0 

B00O ,3115 $3.210273 B.810129 E -108 市 .RT 
T0000 .1 2.,174633 和 .3 让 144 一 站 和 31311 局. 汐 ， 
S000 站. 多 15135 S.173344 3.185163 E08 3.175378 7 一 站 2 
onoo .171111 3.153489 1.199037 E -03; 1.137875 EF -02 
区 0 0.3178 3.146630 5.101562 EE- 必 4 全 全 于 0 一 个 妆 
11000 0D.3174546 ,130057 B.S55049 -04 吕 . 4 上 了 土生 和 应 一 丰 和 
12060 0.3173334 3.151281 9. T6800 EE-04 9.670496I2. 心 和 
13000 D.3156154 ,168414 2,.694756 FE~03 2 .6322 0 
14000 .3170715 3 .1538 人 d 1.238704 FE-03 1.247331 人 一 1 人 
15000 0.3180667 143995 2 43 本 下 一 0 2 .dD 日 2 有 关 一 有 和 

1 

16000 0.3193625 3.179979 — 1.252353 EE-03 -0.023117 

17000 D0.3194706 3,130179 ~ 1.160443 E08 — 1.1411143) 02 
1870 060 站 .93206111 $.1i9014 — 2.400978 了 .G3 — 2.254659 -de 
19000 0.3196842 | 3.128087 ;1 ~—1.374066E-n2 ~ 1.331308 臣 -02 
Eli 全 ,32 人 02 .04 一 1.889855E -0 一 1.88342n5 这 站 和 
21000 D. 3192381 3.132458 :一 9.%79549 EE- -9.13180m8 上 一 0 
322000 0.3185909 3.138822 ;1 —2,807677FE-04 -2,73A517F -03 
23000 0.3183913 .14072n —8.115173 FE-05 一 入 .1848 下 -04 
24000 0.319 要 .134706 — 6.808642 E04 — 8.73397675 03 
25000 0.31958 训 .12 身 他 中 3 一 1 24985 宕 -03 一 二 .29373 1D- 人 0 


《2) 为 了 对 随机 性 模型 作 模 握 试 验 ， 必 须 解 浴 如 下 问题 ; 对 
于 给 定 概 率 特性 的 随机 变量 与 随机 过 程 ， 应 和 如何 到 得 其 模拟 试验 


后 欧 样 本 值 ? 考虑 到 解 类 上 述 问 题 的 基础 是 如 何 取 得 在 (6，1) 
上 均匀 分 布 随 机 变 攻 的 样本 值 问题 ， 这 就 是 荔 随 机 数 的 产生 
向 题 . 


(三 ) 伪 随 机 数 及 其 产生 方法 介绍 


有 具有 F(x) 分 布 随 机 变量 的 一 列 独立 样本 慎 称 为 (Cx) 随 
机 数 。 例 如 ， 具 有 正 态 分 布 律 随 机 变量 的 一 列 独 立 样 本 什 称 为 正 
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尺 克 机 数 ， 具 有 人 负 指 数 分 布 律 哺 机 变量 的 一 烈 独立 样 本 值 称 为 负 
指数 分 布 随 机 数 等 等 。 在 众多 的 具有 各 种 分 布 的 随机 数 中 ， 塘 若 
本 的 是 (0 ，1) 均匀 分 布 蹈 好 数 ， 故 它 又 简称 为 随机 数 ， 

中 机 数 可 以 通过 在 计算 机 上 附加 一 些 物理 设备 来 产生 ， 这 种 
设备 称 为 随机 数 发 生 器 。 例 如 ， 蔬 放射 性 物质 为 随机 源 的 放射 型 
复 机 发 生 颖 或 以 晶体 管 、 电 子 管 的 轿 有 上 曲 声 为 随机 源 的 噪声 多 随 
板 发 生 器 等 。 它 们 都 是 将 具有 随机 性 质 的 畅 理 过 程 转变 为 随访 数 
的 物理 设备 ， 使 用 物理 随机 狼 发 生 器 ， 尽 管 能 得 到 真正 的 随机 
数 ， 但 也 存在 很 多 人 缺陷， 如 经 常 需要 对 设备 进行 检查 与 维修 ， 在 
数字 处 再 与 数值 计算 上 无 法 对 所 模拟 的 问题 进行 复核 与 检查 等 . 
内 此 ， 在 进行 随机 性 模型 模拟 时 ， 人 们 通常 采用 在 数字 计算 机 上 
产生 伤 随机 数 的 方法 。 记 请 伪 随 机 数 就 是 在 数字 计算 机 上 采用 某 
种 完全 殉 定 的 规则 ， 通 过 递 推 运算 丽 产 生 的 一 列 数 。 这 一 列 数 虽 
然 不 是 出 真 灾 的 随机 现象 所 产生 的 ， 因 而 不 是 真正 的 随机 数 ， 但 
出 于 这 种 数列 骂 有 类 似 于 随机 数 的 统计 性 质 ， 因 此 ， 可 以 拒 它 当 
作 随 机 数 来 运算 ， 故 这 种 数列 就 称 为 协 随机 数 ， 

产生 坊 随 机 数 的 方法 很 多 ， 一 般 来 说 应 满足 如 下 要 求 ，‘ 1 ) 
具 腹 较 好 的 随机 性 与 均匀 性 , (2 ) 产生 仿 随 机 数 的 速 展 要 决 
《3 ) 算法 程序 应 尽量 少 占用 内 容 单 元 ，( 4》 一 批 随机 数 的 周期 
尽 可 能 长 ， 

由 于 计算 机 自行 产生 的 仿 随 机 数 具有 迅速 、 可 靠 、 寓 用 少 等 
优点 ， 因 此 ， 在 随机 性 模型 模拟 中 得 到 广泛 的 应 用 。 上 自前 大 多 数 
放 算 机 中 的 配备 有 能 自行 产生 仿 嘴 机 数 的 BASIC 语言 程序 ， 可 
供 合 胃 者 方便 地 选取 ， 故 有 关 产 生 伪 随机 数 的 算法 及 其 原理 在 此 
从 略 ， 以 下 只 介绍 一 下 运用 随机 数 函 数 来 获得 伪 随 机 数 的 方法 。 

在 BASIC 语言 中 ， 一 般 均 配 有 随机 邓 数 有 RND{x )， 其 中 >x 
是 任何 一 个 数 或 任何 一 分 有 定义 的 恋 基 ， 例 如 RND(6 )，RND 
C1)，RND(A)( 鞭 中 4 已 赋值 ) 等 。 当 人 们 需要 产生 一 个 伪 随 
机 数 并 将 其 存 于 4 单元 时 ， 只 需 书 写 下 述 BASIC 诸 言 程序 ， 


» 264d * 


LET A=RND(1) 
当 计 算 机 执行 一 次 上 述 程 序 对 ， 即 可 将 注 是 上 述 过 求 的 势 随 村 芝 
在 于 人 44 单 元 。 显 然 这 对 于 使 用 者 来 说 是 极其 方便 的 。 


§ 4.2 随机 变量 的 模拟 


由 前 可 知 ， 当 人 们 运用 统计 试验 法 来 求解 随机 性 补 弄 的 有 关 
问题 时 , 经 常 需 要 获得 具有 各 种 分 布 律己 (xz ) 的 随机 变量 的 样本 
值 (F(x%) 随机 数 )， 诚 然 ， 这 些 样 本 可 以 通过 真实 试验 来 获 
得 ， 但 那样 作 将 耗费 天 重 的 人 力 、 物 力 和 财力 。 固 此， 人们 常 采 
用 另 一 条 间 著 的 然而 更 为 有 效 的 途径 来 取得 这 些 样本 。 这 种 途径 
芍 共 本 思想 是 , 首先 在 计算 机 上 产生 伪 随 机 数 ” , 然后 构造 一 个 概 
率 模 和 型， 使? 经 过 概率 模型 的 转换 后 俐 可 成 为 给 定 要 求 的 F(x ) 
洲 仙 数 。 这 种 概率 模型 的 转换 形式 很 多 ， 但 常用 的 有 西 种 形 式 : 
一 钟 是 采用 众 随 机 数 的 函数 形式 ， 即 Fr ) 形式 【又 称 为 所 样 
公式 )， 另 一 种 是 对 + 作 一 系列 算术 运算 与 北 辑 判断 。 下 面 我 训 
分 九 就 事件 4 的 模拟 ， 离 散 型 随机 痰 量 的 模拟 及 尝 续 型 随机 变 壁 
韵 模拟 等 方 亢 ， 介 绍 这 两 种 不 同形 式 的 转换 方法 〈 模 拟 方 法 )。 


《一 ) 随机 事件 与 离 艇 入 主机 变量 的 模拟 


1. 风机 事件 的 模拟 

设 事件 .4 有 给 定 的 概率 P(A4)= 上 了。 所 谓 对 事件 4 的 模拟 ， 
其 实质 就 是 通过 计算 机 上 的 模拟 试验 来 取得 所 在 真实 试验 下 殉 试 
验 结 果 一 一 A 发 生 或 4 不 发 生 ， 实 现 对 事件 4 模拟 的 方法 如 下 ， 
首先 构造 一 个 与 事 性 4 等 概率 的 事件 号 ， 击 BB 一 “ 尺 扎 轧 *， 其 中 
中 为 《0 ，12 均 名 分 布 随机 变量 ， 然 后 在 计算 机 上 产生 马 的 样 
本 值 一 伪 随 机 数 r ， 若 衣 过 观察 不 等 式 r 志 了 了 是否 成 立 来 州 定 兴 
如 了 的 发 生 与 否 。 上 过 忆 造 的 模型 显然 是 合理 的 ， 这 是 皮 为 
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PB)= PI(REP)= p= P(A) 

好 A 与 B 等 焰 率 ， 因 此 在 计算 祝 上 的 一 次 覃 拟 试 验 中 ， 车 不 等 式 
rf 护卫 成 立 ， 即 如 发 生 ， 便 可 认为 事件 A4 在 一 次 真实 试验 中 也 
发 生 。 

2， 高 散 型 随 税 变量 的 神 拟 

设 离散 型 随机 变量 # 有 分 布 列 P(7=x)==p; (i 二 1， 
2，…)。 饭 谓 对 离散 型 随机 变量 7 的 模 氢 ， 其 实质 就 是 通过 计 
算 机 上 的 模 氢 试验 来 取得 7 充 真 实 试 验 下 的 样本 信 U (由 分 布 列 
知 避 只 能 琅 数 值 *,，w%。，… 中 的 厅 一 个 )。 对 离散 型 随机 变量 ?7 
的 一 般 模拟 广泛 《名 概率 复 型 及 其 转 光 形式 ) 如 下 : 

tt) 在 直线 上 将 [0。13 区 前 蜀 分 成 若干 个 子 区 间 ， 其 外 


版 记 为 A ss /jas np nn ee 着 使 分 点 -< 的 避 标 为 > Pir 
| el 
(i= 1, 2 4 


AL As 此 1 
Fp Fitp: 忌 


《2 在 计算 机 上 取 伪 区 机 煞 ”。 
竺 一 1 
《3) 判定 "在 * 轴 上 所 落 的 位 置 ， #re[ 2 pe 


f=1 


Dn | 岂可 以 认为 了 的 一 次 真实 试验 样本 值 取 x。 


i= 1 
采用 上 土 述 概 率 黎 曹 及 其 转换 形式 ‘此 椒 采 用 了 数值 计算 与 屠 
元 判断 玖 苇 换 形 式 ) 是 有 理论 根据 的 ， 因 为 。 


| py pis 7 p 


1 三 1 i = 1! 


* 了 人 BR + 


1 

-1 
由于 事件 “BE( 中 2 

is 1 
拓 “ 


》 


™ 与 事 性 3 = 二 x 等 概率 ， ' 


1 
一 1 
2 pr 
= 


因此 在 模 入 试验 中 。 荐 事 作 “Re 


则 可 认为 在 真实 试验 中 7 取样 本 值 x 

以 上 是 对 离散 型 随机 变量 的 一 般 模拟 方法 ， 对 于 一 些 具 特 殊 
分 布 (如 二 点 分 布 ， 几 何 分 布 ， 二 项 分 布 ) 的 随机 变量 还 可 采用 
特殊 的 方法 来 处 理 。 例 如 设 随机 变量 ? 服从 二 项 分 布 。 有 分 看 列 
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Pn=hk})=Ctp'g", p=0, ,oe 8。 PpP>0, 9>0. 
P+9= 1。 著 将 4 署 作 试验 次 数 ， 则 可 将 7 看 作 # 次 独 村 Be- 
rnoulli 试验 中 事 性 4 的 成 功 数 ， 故 7 之 随机 数 可 按 程 序 框 图 4-7 
六 生 。 其 中 玉 表 韦 件 4 的 成 功 累计 雪 ，? 表 试验 累计 数 . 


(二) 连续 型 随机 姿 量 的 模拟 


设 连 续 型 随机 瑟 量 7 有 分 布 函 数 Ptx)= P(tn&%*)， 
一 ee<x 所 十 ce。 所 谓 对 连续 型 随机 变 延 了 的 模拟 ， 其 实质 就 是 
通过 计算 机 上 的 模拟 试验 来 取得 7 在 真实 试验 下 的 样本 值 U0 {U 
可 取 ( 一 ce， 十 se) 中 茶 一 值 )。 常 见 的 连续 型 随机 变量 模拟 方法 
有 道 变换 法 、 变 换 法 、 近 似 法 、 会 选 法 等 。 下 面 我 们 将 通过 几 种 
常见 分 布 的 连续 型 随机 变 基 的 模 氢 来 介绍 上 述 各 方法 的 基本 
原理 

1， 逆 变换 法 

道 变换 法 的 基本 原理 为 下 述 定理 。 

定理 4.1 车 下 (x) 为 已 知 的 连 线 分布 消 数 ; 而 请 是 在 C0， 
1) 上 均 义 分 布 的 随机 恋 量 ， 邮 湖 机 变量 了 二"'( 忆 R) 糙 具有 分 
布 函 数 (x)， 其 中 FICy)=inf{f 11 F(T) 守 7》}。 

证 明 若 下 (xx) 为 严格 单调 增 并 连续 ， 则 其 反 函 数 必 存 在 ， 
并 且 仍 为 严格 单调 增 且 连续 ， 故 知 》 一 已 (4) 的 反 范 数 x 一 : 
"1'(y) 存在 、 连 拷 且 严格 单调 增 ， 从 而 易 知 六 一 三 上 ( 尽 )》 为 随 : 
机 变量 ， 旦 有 

P{nsxw)= POET(R)EX) 
= PI(REFIxX))= F(Xx) 

若 (x ) 非 严格 章 调 增 ， 则 由 让 二 inf{t f(t 
2》} 芍 定义 知 上 述 结论 仍 成 立 ， 站 

例如 ，( ea, 已 ) 上 均匀 分 布 总 术 变 量 ?的 抽样 公式 为 避 一 
十 "太一 gr， 其 中 7 为 随机 数 ， 这 是 由 于 

PONSEN)=m Pilot+(tb — a) REx) 
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pbp—a 
i 蜂 XX 
= *ECe, 86) 
\ 1 bx 


又 例如 参数 为 共 的 负 指 数 分 布 随机 变量 的 抽样 公式 为 


i 
TU nh lnr 


U=— in(1—r) 


其 中 > 为 随机 数 。 这 是 由 于 车 
Flix)=1e", x 人 0 
者 有 


Fy oinf{ ti F(t)) = ——! 


" 


la] 一) 
Yl 


也 定理 4.1 知 7 = 一 2 int 1 一 R) 具有 负 指 数 分 布 ， 从 而 其 
抽样 公式 为 


= 一 一 -lnaCl 一 r) 


EH 
其 中 为 如 的 样本 值 。 
此 外 出 于 考 碟 到 1 一 民 仍 在 《0 ，1》 上 上 均 色 分布， 故 抽样 
公式 亦 可 写成 


U=— ln r 
采 开 类 局 的 方法 还 可 以 得 到 上 上 阶 Erlang 人 分布 及 Weibulle 
分 布 随机 变量 的 抽样 公式 ， 详 可 见 表 4-5。 
道 变换 法 是 一 种 较为 普遍 的 方法 ， 但 当 反 函数 不 存在 或 难以 
汪 出 时 , 递 变换 法 就 难以 使 用 ,因而 必须 去 探讨 其 他 的 模拟 方法 ，. 
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2， 变 换 法 
变换 法 无 需 去 求解 分 布 函数 的 反 函 数 ， 而 直接 通过 对 【0，, 
1) 均匀 分 布 随机 变量 屁 的 变换 来 求 得 某 些 具有 已 知 分 布 的 随机 . 
变 晤 的 抽样 入。 例如 ， 生 成 一 对 和 NN(0,1) 分 布 随机 变量 的 抽样 : 
公式 可 可 为 
U,—V 21nrcos2rr, 
LU 一 — 21nrsin2rr, 
其 原理 为 下 述 定 理 ， 
定理 4.2 车 中， 展 . 是 相互 独立 且 在 (0， 1 ) 上 均匀 分 看 
的 随机 变量 ， 删 
E=V 31nR cos2xh, 
n= — nn, sin2xRh, 
是 相互 独立 且 同 具有 NN(0，1) 分 布 的 一 对 随机 汤 量 ， 
证 明 设 三 元 随机 变量 {BR,, Rs) 的 联合 密度 为 
Plx, 3})=P(x)P(y) 
| 1 dx, yl 
0 其 它 


二 元 随机 变量 (5，”) 的 联合 密度 为 9 CR，5S)。 
由 于 


R=V ~2lnx cos2Ty 
S=V —2lnx sin2ny 
谈 换 的 jacobi 行列 式 为 


| 
一 一 > 
一 一 人 站 
故 有 
1 + 
stk, S)= Pltx, yj|f |= sie 2 
， 2 5 
和 2 — 
2a V2 
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汶 而 得 向 与 7 确 为 相 了 丁 独 六 且 同 具有 N(58，1) 分 布 的 一 对 
: 炊 机 变量 。 口 

利用 变换 法 的 思想 及 概率 论 中 的 有 闫 定理 还 可 得 到 六 分布 、 
i 分 布 等 随机 变量 的 抽样 公式 ， 详 见 表 4-5。 

3. 近似 法 

利用 同 分 布 中 心 极 限定 理 ， 当 NN 较 大 时 , 可 以 获得 NC(0, 1》 
:分 布 吗 机 变量 的 近似 抽样 公式 


7 
-其 中 六 为 随机 数 。 这 是 由 于 屎 ， 喇 ，…， 五 .独立 同和 分 布 〈【 具 有 
0， 1) 均匀 分 布 )， 且 玉 (Rj 一 一 )-，DDCR') = 一 -。 教 知 有 


3) R.—n/s 
.1=] 
加 VHA? 


7 


新近 六 0，1)》 分 布 。 
车 特殊 地 取 # =12， 则 有 抽样 公式 


:等 易 推 得 NC(&，o*) 分 布 随机 变量 的 抽样 公式 为 


> R—n/2 
r= + 
Do 一 + RT 


近似 法 的 优点 是 方法 简单 ， 但 采用 此 法 所 得 的 随机 数 实 际 上 
为 近似 正 态 分 布 。， 有 一 定 误 善 ， 因 为 
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4， 含 选 法 

会 选 法 的 基本 思想 是 通过 对 荣 些 给 定 的 判别 准则 来 确定 所 产 
年 的 瑚 机 变 重 是 否 具有 已 知 的 分 布 ， 并 进而 决定 对 所 产生 的 随机 
数 的 取舍 。 由 于 舍 选 法 方式 沉 活 、 计 算 简 单 、 司 用 方便 ， 从 而 得 、 
到 了 较为 广泛 的 应 用 。 玉 面 我 们 介绍 两 种 常用 的 舍 选 方法 。 

会 选 法 1 : 主要 适用 于 密 氏 集 中 在 有 限 区 间 上 的 随机 变量 . 

设 随 机变 量 上 定义 在 有 限 区 间 《a，b) 上 ,并 有 N= 

sup fx)<o0， 册 上 之 随机 数 可 技 下 述 步 又 获得 ， 首 先 : 


EH 6) 

产生 随机 数 r.，rs， 然 后 判断 不 等 式 - 雪 - (4 十 (5 一 arp 之 
是否 戌 阐 ? 车 成 立 ， 风 UU = 0 十 (6 一 4) 即 UU 为 以 (x) 
为 密度 的 随机 数 ， 否则 再 产生 一 对 新 随机 数 ris fay 如 此 循环 芭 . 
复 ， 直 到 使 上 述 不 等 式 成 立 为 止 。 其 程序 棋 图 可 见 玫 4-8。 至 陡 
其 基本 原理 可 见 下 述 定理 。 


产生 随机 数 rj ,rs 


Brat Gar 


mat Ch—a)r, 


图 4~8 
定理 4.3 设 fCx) 是 集中 于 【ac，b) 的 密度 机 数 ，7 与 
1 。272 。 


只 虽 西 个 相互 独立 的 贿 抽 变量 ， 自 了 在 《ee， 旦 ) 上 均匀 分 布 ， 
玉 在 (8，1)》 上 均 多 分 布 。 任 取 e>0。 使 af (x) si 
对 于 一 切 x 和 Ca，5) 成 立 网 有 已 ( 攻 扫 4QF 有 ) 3 加) 


-人 f(x drt 区 B)， 妈 在 条 件 (7) 字 忆 具备 时 ,9 


雇 f(x ) 为 密度。 
证 明 设 7， 只) 的 联合 密度 为 9(x。，2)， 则 有 


PC iiaF(3)DR) 一 二 人 Ta 


+t "FL 1 
jax pady 


本 J 入 
, dx , bp ady 


=- 上 fix)dx (aa 二 4 二 吕 ) 
并 


口 
其 中 需 说 明 指 基 定 理 条 件 af(%) 志 1 的 重要 性 ,因为 对 xfta。 
让) 若 有 arx)21， 刚 有 


Plaf( nw RY = fl gx, ydxdy 


fr 


J Ft) sar- 
nab—a ddx 一 1 


从 而 使 
P(E tiaf Cn >R)= | ide / 人 二 dx 
_t~a 
= 地 二 6 


这 样 就 无 法 得 出 定理 结论 ， 
显然 ， 合 选 法 I 不 能 保证 每 选 一 对 随机 数 后 都 能 获得 (x) 
备 机 数 ， 其 渤 一 次 成 功 的 概率 为 
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P(R<- 太 -7 Ka 十 (二 一 )R)) 


+ = 

-HE aay: (a 二 
宅 称 为 舍 选 法 T 插 效率 。 显 然 ， 由 上 式 可 和 扼 ， 寻 盖 小 ， 效 率 傅 
高 ， 代 注意 到 有 题 设 条 件 af{x) 达 1 或 f(x} 所 衣 , 故 通常 取 


MM= sup f(x 一 一 
让 


和 鲍 如 ， 设 了 其 有 分布， 则 了 的 抽样 值 可 和 出 图 4-9 得 到 ， 这 
是 由 于 7 了 的 密度 函数 为 


上 ei 
foo ER SS 
其 它 
若 中 Pp、9 守 1 BP 90= TCPITIGNT(P+ 9) 
= | KT) 
[nu 
考虑 到 站 为 集中 于 (0,，1) 的 密度 涵 数 ; 上 = max f(x) 
1 


"pl 
并 芝 MA 下 


产生 随机 数 rr | | 


= 227 和， 


“了 1 一 TAI 一 2)， 故 科 用 定理 4.3 的 原理 , ”的 摘 
样 值 可 由 程序 框图 4-9 得 到 。 : 

会 选 法 1 ， 叉 多 Box-Muller 算法 。 利 用 该 算法 可 产生 一 对 
相互 独立 和 的 正厅 分布 NC0，1) 随机 数 。 

该 算法 的 基本 原理 可 网 下 述 定 理 4.4， 根 据 定理 4.4 可 以 得 
到 产生 一 对 相互 独立 的 N(0， 1 ) 柄 机 数 的 程序 框图 4~-10。 


] 产生 琶 抽 数 ,rs 


Wm2r 一 1 
和 一 rz 一 上 
3 一 9 十 史 


jE 


定理 4.4 设 RR,。Rs 是 相互 独立 并 在 C0， 1) 均 名 分 
础 的 随 入 变量 ， 作 一 2 一 4.F==2 记 一 1 及 S 二 VV 蛮 
S11， 则 = 二 2m S/S 与 97 一 VV 一 2n S/S 为 -- 对 相 
五 独立 的 人 (0，1 ;随机 变量 , 
证 明 考虑 到 0 守 妨 ， 吕 < 达 1， 故 由 所 和 何 概率 可 知 有 
PiSE1)= PtrYi1) 
= PloR— 11) :+(2R,— 1 ) 1) 
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-re 二) 人- 二 < 二 


大) 一 2 天 一 1 
| 邦 知 六 | 利 玉 ; 均 在 {一 1， 1) 上 均 久 
入 :一 2 六 :一 1 


过 布 ， 现 对 六 VV, 作 谈 换 
2 二 —2lns7 
其 中 S= 王 天 十 大。 并 洗 庶 到 变换 的 Jacobi 行列 式 为 


or+ 2 


一 一 二 5 
7 Si/2 je 


网 有 PiE 和 Rx， 下 二 3， S11)= Pr — 2Iln5/ 9 < 


a + 


Vv and/S CY, SEl)~ 人 i 地 * 译 e 2 dead 有 
ee 
Be 
x _ 202+ 
ut 1 ” 本 2 dadp 


大 而 有 
PlESx, HEYISEl) 
P(t HOY, SE1)P(SE1) 


2+4+81 
-i -生生 /= 
8 ) oo deda / 一 
> _ -3 二 
-| ?doap 


此 邯 说 明 在 条 件 S 志 1 满足 的 前 是 下， 与 了 是 一 对 相互 独立 的 
NW(0。1) 贿 机 变量 ， 口 
表 4-5 列 出 了 一 些 常 用 分 布 的 随机 变量 的 抽样 公式 。 读 者 容 
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易 验证 其 抽样 的 正确 性 。 


Lr 
人 | 1 | 
均 句 分布 f(x)= 1 a 0 本 二 加 了 | 类 物 隧 机 数 
打分 布 一 ; 
1， 瑟 < | 
. CI pr . 
十 沪 分 布 i -es | 2 人 潜 如 数 
ar 一 FI) ”114 人 1 rb : 
NR, 2) 2 ， .| = 1 和 
站 . On i=1 4 _- 
| Je dx -2 丫 1 
芮 短 槛 分 布 fix)= i 六 = 一 -二 lnr 扩 太 贞 训 记 前 
， 站 ， 和 
一 上 . - ! re 
上 阶 遇 和 UMN ps x 加 a 为 信 秆 导数 
FE 4 之 0 -7 mr :r=1,， 2. 
革 劳 布 Ds < f=1 |…， 
1 = i 
f(x) n> -+ 2 于 为 
1 2 9 : 
村 车 让 上 分 机 一 一 一 一 - ~ “ NT rt 
对 类 看 态 分 市 ss EE | NN 了 
1 0 ;XD ii 站 — 
fixY x le 人 1 i 
感 布 尔 从 在 | -二 = r 3 站 
ae ， 有 > 人 - 
a | PDT | ; 
瑞 刹 分布 : : wr ND oO) 
【和 : 2 
oh 人 


例 4.2 【公园 射击 游戏 慌 招 ) 

菜 公园 管理 站 经 营 射击 游戏 台 ， 每 个 游客 只 需 交 纳 0.25 元 ， 
节 可 向 某 种 陶 质 玩具 射击 三 次 。 若 设 每 个 游客 在 每 次 射击 时 击 中 
窒 率 均 为 0.5， 而 一 发 子弹 击 中 玩具 ， 该 玩具 因 破 可 而 损失 0.04 
元 ， 若 连 绪 三 次 均 击 中 ， 则 公园 管理 站 应 给 游客 价值 为 1 元 前 奖 
晤 ， 试 求 当 500 个 淤 癌 射击 后 ， 该 公园 管理 站 所得 的 平均 襄 利 。 
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解 ”车 说 ? 表 每 个 游客 在 三 次 射击 中 击 中 昌 标 的 次 数 ， 由 于 
备 次 射击 相互 独立 ， 故 由 Bernoulli 试验 的 结果 可 知 *# 有 分 布 列 


| 1 中 息 
| oe 


~ 


对 于 了 的 各 状态 ， 公 园 管理 站 对 每 个 游客 的 赢利 相应 为 


7 | 1 | 1 ! 2 | KE 
S | 0.25 | 0.25-0.04 | 0.25 ~ 0.08 | 0.25-0.12-1 
页 公园 对 每 个 游客 的 平均 赢利 和 


输 六 如,，J 一 了 一 1 


糖 入 初始 束 增 , 守 符 


产 上 竺 协 随 机 要 开工 t+ 
x#: 让 zt 守 0.5 模拟 击 中 和 
的 ,并 入 加 省 中 次 散 W 
计算 公 攻 对 叔 赴 可 客 平王 下 十 本 

的 高 利 并 丸 域 了 


50.25—0. VV =1,2. 
SD. 61.12V .V3 


奈 计 公园 吉利 总 断 及 对 
“ 狂人 峰 客 的 平均 赢利 


玫 王 了 了 十 二 
打印 SSO0 


属 4-11 
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ECS)=)) SIP(S=S)= ?3P(9 一 7 


让 


0.25 3 3 1 
一 -一 十 -一 一 , — .117 x0.87 
8 十 尖 妇 ,2 十 8 Yo.1 人 0.8 
一 从 , 065( 元 ) 


从 而 当 500 个 游客 射击 后 ， 公 园 的 平均 赢利 为 
00 感人 一 32.5 元 

以 上 为 分 析 解 ， 本 题 若 采 用 模拟 解 ， 则 在 每 一 次 试验 中 ， 可 
用 连续 产生 三 个 伪 随 机 和 数 7， 并 用 7 实 0.5 来 模拟 每 一 游客 一 次 
射击 时 击 中 目标 ， 然 后 果 加 击 中 前 次数 ， 计 算出 对 该 游客 的 赢 简 
数 。 如 此 反复 模 拆 500 个 游客 的 射击 状况 ， 即 可 计算 出 该 次 试验 
中 ， 公 园 管 理 站 对 500 个 游客 的 总 赢利 。 为 提高 模 氢 精度 ， 最 后 
还 可 连续 进行 如 上 的 入 次 试验 ， 并 取 此 次 试验 的 算术 平均 值 来 
作为 本 问题 的 模拟 解 。 上 述 模 拟 的 程序 框图 详 见 图 4#.11]， 对 应 
的 程序 见 表 4-6。 输 入 Y= 二 1009 并 执行 上 述 程 序 可 得 模 扣 解 
33.1825。 由 此 结果 可 知 烧 氟 解 为 近 亿 解 ,其 相对 误差 为 2. 1 名， 


窒 4-6 

5 | RANDOMIZE | 
10 INPUT «NUMEERS OF 120 | V2¥+W 

| PLAYERIS” N 130 | NEXT K 
20 | LPRINT .N= 140 ¥ =0.04w VW 
30 1 T=0 150 | FF V=3 THEN Y=1.1g 
a0 | FOR l=1 TON 160 | S=5+0.25-Y 
50 | S=n 170 | NEXT J 
60 | FOR J=1 TO gs00 L180 LPRINTI, SS, S /560 
70 : Y= 190 Te=T+S 
| FOR KEK=s1 TO 200 NEXT 了 
ag0 ! X=RNDKY 210 | LPRINT #*T =?) T/N 
100 |! W=( 220 EN 


110 | IF X>=0.5TIIEN We= 1 
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8 4.5” 随机 过 程 的 模拟 


(一 ) mm 维 随机 向 量 的 模拟 


设 # 维 随 机 向 量 9 = (7 ， 妨 ，…，?o) 具有 分 布 密度 了 (xi 
xp al。 若 ?的 各 分 量 相互 独立 ， 则 可 利用 4.23 中 给 出 的 
各 种 不 同 抽样 方法 ， 对 分 量力 ，m，…，? 分别 独 立地 进行 抽 
样 ， 即 可 获得 4 的 抽样 值 。 但 在 很 多 实际 问题 中 ， ?的 各 分 量 往 
往 是 相关 的 ， 因 此 其 抽样 方法 就 要 复杂 、 困 难 一 些 ， 下 面 我 们 将 
分 别 介绍 请 机 向 量 的 一 般 抽样 方法 以 及 一 些 常用 随机 商量 尤 其 是 
正 态 向 量 的 抽样 方法 。 

1， 随 机 向量 的 一 般 抽样 方法 

在 随机 向 量 的 模拟 中 ， 常 用 的 模拟 方法 有 条 件 密 度 法 、 含 进 
法 和 前 数 变换 续 等 。 它 们 大 都 是 § 4.2 中 随机 变量 模 氢 方法 向 多 
维 的 推广 。 为 简单 计 ， 下 面 以 三 维 随 机 向 量 为 例 来 讨论 随机 向 量 
的 一 般 模 拟 方 法 ， 至 于 向 蝎 高 维 向 量 推广 时 ， 其 方法 是 类 似 的 。 

‘1) 条 件 密度 法 。 “其 基本 思想 是 将 一 个 维 回 量 的 模 拟 . 
问题 转化 成 4 个 一 元 哆 机 变量 的 模拟 问题 ， 从 而 可 直 接 用 和 4.2 
的 方法 来 解决 多 维 向 量 的 模拟 问题 ， 

设 随 机 启 量 ?=(7， 训 ，"7) 的 联合 密度 为 fx > )， 
则 人 随机 变量 7，76，7, 分 别 有 过 哑 密 度 函 数 和 条 件 密度 函数 


Hz)=| {fx, py, 2)dydz 


FKC21Y = i, yf) 
其 中 


jx >») = | 7Cx， y, z#)dz 


flz|x, y= f(x, yy, 2)/f (x, 2) 
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即 有 
flix, YH, a=f (x)f oI) fiz|x, 了 
这 样 ， 一 个 具有 分 布 密度 (x，》，#)】 的 三 维 向 量 ?了 一 
CH，。Ms， Ws) 可 用 三 个 分 量 相 互 独 立 的 三 维 随机 向 量 (U1，U ;ss 
0) 米 模 拟 ， 其 中 避 ,，Us， Us 分 别 具 有 密度 西数 f(x)， 
C31%)，f zlx，23) 于 是 三 维 向 量 ? 了 一 人 7i，7，?s) 的 抽 
样 第 可 通过 如 下 过 程 来 实现 ， 首 先 产生 无 笨 件 分 布 ftx) 随机 
数 r,， 热 后 以 * 一 六 代入 条 件 分 布 ft3|x),， 接着 产生 分 布 
fr) 随机 数 7, 最 后 芯 x = 二 rs 代入 条 件 分 布 1 121x， 
》)， 关 产生 分 布 (2 rm，rs》 随 机 数 7fs。 这 样 ，(ri，r,，rs) 名 
丁 认 为 是 具有 人 分布 x，》，2z) 的 随机 向 量 (11，?;,，?4) 的 
抽样 值 。 上 述 算 法 的 程序 框图 见 4-12， 
(2 ) 会 选 法 ”随机 向 量 的 会 选 法 是 一 维 随 机 变 生 舍 选 法 的 
直接 推广 ， 王 面 我 们 讨论 其 中 最 简单 的 一 种 清 形 。 
设 随机 向 量 7 定义 在 平行 多 面体 gq 所 rb (二 1， 2， 
3， 如 ) 上 ， 具 有 密度 国 数 了 疗 (x*%，xs，…，%w)， 且 共 鞋 界 
fo= sup fF {wis Nay 
i 


i 


取 有 限 舍 。 此 时 可 有 与 4.2 类 似 的 模 扣 方法 ， 首 先 产 生 #8 十 1 
个 和 戎 机 数 rn，r，re，…，f， 然 后 判断 不 等 式 
ro 了 (一 gr 二 一 fr 
基 否 成 立 ， 若 证 述 不 等 式 成 立 ， 则 本 
U= {at (dar Go 十 (一 Gajra) 
此 时 ， 可 以 证 明 会 选 抽样 的 效率 为 
t 


fo | on) 


ft 一 了 
2 将 随 闭 维 数 的 增加 而 和 急剧 下 降 ， 故 此 方法 一 般 来 说 效率 低 。 
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汉 Tv 
计算 Tze) 二 f(s3 yd 
fz = flrs de 


计算 f= 


LI) 


ftxlr:y)= py 


产生 随 视 过 ed 


mo Ff lat ba dr ee 
qs 二 (Ba ra 


UCat th ar, 
下 十 弛 一 or 


上 述 模 氮 方 读 的 程序 杠 图 见 加 4-13， 至 于 此 方法 的 基本 蛛 王 
与 一 维 情况 完全 类 似 ， 在 此 从 了 略 。 

{3) # 维 正 济 向 量 的 模拟 ， 设 = (El 5 ，54) 为 民 
有 均值 上 一 (4 和，…， 策 )， 协 方差 矩阵 肛 一 (im 的 维 正 
态 庙 景 ， 其 中 有 呈 为 站 阶 正 定 对 称 和 矩阵 。 下 面 我 们 来 考虑 对 此 “# 
维 正 态 向 量 的 模 掀 问题 。 其 基本 思想 是 将 一 个 # 维 向 量 的 模拟 问 
是 转化 为 ?个 一 元 随机 变量 的 模 投 问 题 。 基 本 作法 如 下， 

苯 先 。 了 可 二 个 相互 独立 的 一 元 标准 正 态 随机 变节 2 加，omav 
…，y。， 和 作 三 角形 变换 ， 

madi 
N= Hcy CY 


es 十 全 十 Co 加 
若 设 
DN a To) Ts 
Y= Yr 3 
He Pa Ha) 
er 0 On, 


| 


| 


和 1 
本 a ee 有 


Cy 
考 庶 到 Be 为 正定 对 称 阵 ， 歼 由 算 秩 知识 知 ， 选 取 这 样 的 下 
三 角 和 矩阵 C， 且 使 CC: 位 一 号 ， 是 可 以 做 到 的 。 由 于 了 是 经 正 态 
向 量 > 颖 竹 变 换 而 得 ， 故 了 仍 为 正 态 疝 量 ， 并 可 证 有 
EFCn)=E(H+CWY)— A= E(E) 
3 的 其 方差 抵 猴 BB8, 二 Bt:， 这 蚌 由 于 考 式 到 yi 为 相互 独 闪 的 
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已 三 


到 有 


(了 ，1) 随机 变量 ， 帮 有 


1 了 一 
Etyyn) = , 
0 到 
从 而 有 
B=FEC(C7— HN) 
=ELCCy) CN 
=CECyyNC 
1 0 
一 全 上 全 了 
0 1 
= C=H, 


由 拖 率 论 知 ?4 维 正 态 向 量 育 分 布 密 度 f {ws Hay Ne 
xp [一生 - (x— HBitx—H )] 


显然 ， 此 分 布 由 一 阶 算 与 二 阶 从 瞧 一 决定 。 由 于 我 们 证 明了 标准 
正 态 癌 量 》 经 三 角形 变换 后 所 得 的 n 维 向 量 7 与 # 维 正 态 向 量 上 
有 相同 的 期 望 和 协 方差 ， 从 而 必 有 相同 分 布 。 因 此 用 站 作为 二 的 
模拟 向量 是 合适 的 。 考 虑 到 了 是 由 相互 独立 的 N(0，1) 咕 袖 
变量 构成 ， 这 样 就 使 得 一 个 # 维 随 机 向 量 的 模拟 问题 转化 为 *# 个 
一 元 N(0，1) 随机 变量 的 模拟 问题 ， 因 而 可 用 $4.2 的 方法 
来 求解 。 

在 上 述 方 法 的 构思 中 还 有 一 个 问题 需要 说 明 ， 这 就 是 为 使 下 
三 角 霸 阵 避 满足 等 式 CC 一 及 ， 此 C 应 如 何 求 ? 下 面 。 我 们 以 + 
一 3 为 例 来 说 明 此 下 三 角 阵 忆 的 求法 。 

考 碟 到 Bi 为 对 称 容 了 泗 ， 且 有 CGC: C' 二 名 。 即 有 


bi, bs bis er 0 0 Cs Ca ol 
bs bsz bs 一 | Ca ce 0 0 ea Cas 
by bss bss CH Ca Ces 0 0 cas 


6,, tl 
bi = =c10 
6,, 二 如 一 Ce 
boy 一 十 si 
bss = bs ~ csc 十 CanCas 
ss 一 cai 十 ca to, 
于 是 可 得 

Civ bi 

Ca = bY bi 

sl Dia/ bi 


az 一 下 Bs, 一刀 AD 


卫生 


cu 一 ( 6. 一 2 于 /i bb 


1 
[a 
ps ( bs— Dy Se) 
Cas 一 3 一 一 所 


b, 1 Bs— 如 浅 


| 产生 "个 相互 独立 之 N00,1} 
随机 数 3 


imp ' Fi 
Uo pr 二 rn + ay 


于 一 所 十 ca 入 十 caz3 十 和 
as 
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综合 上 述 ， 可 画 出 该 算法 的 程序 框图 4~14。 
上 述 算法 为 = 维 正 态 向 量 的 一 般 借 拟 方 法 ， 对 于 一 些 特殊 的 
# 维 正 态 癌 量 。 其 算法 可 以 更 为 简便 ， 详 可 参阅 文献 [8 了 


(二 》 Poisson 流 的 模拟 


一 列 相 继 到 达 某 目标 的 是 客流 称 为 流 密度 为 4 的 Poisson 流 
是 指 它 满足 附录 二 定义 ?7.3 所 述 的 性 质 。 车 以 NN(1) 玫 示 在 
《0，+3 内 到 达 目 标的 顾客 数 ， 则 由 定 文 师 它 应 满足 ， 

《1 7 在 互 不 相交 的 时 间 区 间 内 到 达 的 顾客 数 是 相互 独立 的 : 

《2) PING = 1)=ANt+ oAD), A> 05 

(3) PIONCAID>1)= ot 

所 调 对 Peisson 流 的 模拟 ， 其 实质 就 是 通过 计算 机 上 的 模拟 
试验 来 获取 顾客 流 的 各 相继 到 达 时 刻 ss，s，… 的 样本 值 ， 或 相 
继 到 达 时 间 间 隔 ri，zra，… 的 衬 本 值 ， 其 中 心 为 第 # 个 顾客 到 达 
目标 的 时 刻 ， 一 5 一 i。 下 面 我 们 来 介绍 Poisson 流 模 氢 的 三 
种 不 同方 法 ， 其 中 模拟 方法 I 的 基础 是 Poisson 流 的 定 必 ， 而 模 
氢 方 法 开 的 基础 是 Poisson 流 的 性 质 《2 )， 模 拟 访 法 二 的 理论 
基础 是 定理 2.22。 

1， 各 所 方法 [ 

为 获得 在 区 闻 50 ，7"3 内 者 顾客 相继 和 到达 的 时 刻 si，so 
芍 样 本 值 ， 首 先 将 [0 。 了 了 ] 分 成 若干 个 小 区 间 ， 其 分 点 依 次 为 
0 人 并 使 每 一 小 区 间 的 长 度 f= 本/ n 充 
分 小 。 于 是 ， 由 Poisson 流 的 定 久 可知 ， 在 互 不 相交 的 上 述 各 小 
芭 问 肉 ， 顾 客 的 到 达 是 相互 独立 而 彼此 不 受 影响 的 。 这样， 在 
“， 了 JJ 内 顾客 到 达 状 况 的 观察 可 分 和 解 为 在 上 上述 各 小 区 间 内 顾客 
到 达 状 况 的 观察 。 由 Poisson 流 定义 还 可 知 ， 在 每 -充分 小 的 时 
间 区 间 ye (lo fe { 二 1，2， "ee 肉 ， 要 人 么 到 达 一 个 和英 客 ， 
要 么 无 顾客 到 达 ， 而 到 达 两 个 或 两 个 以 上 顾客 的 情况 是 几乎 不 可 
稻 的 。 且 到 迷 一 个 左 客 的 概率 PCA) 是 已 知 的 ， 即 有 
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PiAY= PNCGADN = 1) = AAiT oo (AD AA 
于 是 ， 我 们 可 以 和 用 各 休 ,4 的 模拟 方法 未 个 观察 各 子 区 间 /7 1， 
2，… 中 的 顾客 到 达 与 否 ， 最 后 即 可 得 到 顾客 流 的 相继 到 达 时 
刻 3，s，… 的 一 列 寿 本人。 根据 上 述 分 析 而 纹 计 的 Poisson 流 
模 氢 程序 框图 可 见 图 4-15， 岁 中 全 为 预定 模拟 终止 时 刻 ， 出 开 访 
种 方法 是 首先 给 出 模 氢 的 终止 时 刻 ， 店 又 和 欧 定 时 结束 模拟， 


人 


| 下 时 入 粮 7 | 
CE 三 二 


网 #-15 

2. 模拟 方法 I 
设 s, 为 第 # 个 顾客 的 到 达 时 刻 ， 作 T=5s 一 5s-，(# 二 11， 

2 ，…)，s 一 0。， 草 r 为 顾客 流 的 相继 到 达 时 间 问 隔 ， 且 显 然 : 


SI 一 Ti 3 一 1 十 31 
2 一 T4 十 St i ST Sa] 
因此 ， 为 获得 ts 的 冬 本 序列 ， 只 人 须 获得 {Tt 的 样本 序列 扼 可 ， 
由 Poisson 流 性 质 知 ，Ti，Ts，，T。， 相互 独立 ， 且 均 跟从 
同一 负 指 数 分 布 (参数 为 4)}。 因 此 ， 只 须 在 计算 机 上 按照 家 4 
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的 捕 样 公式 不 断 获 得 和 负 指 教 分 布 随机 数 ， 则 这 就 是 记 求 的 1*。 样 
本 序列 。 根 据 上 述 设 想 的 Peisson 流 粮 氢 程 序 框图 见 图 4-16。 在 
该 图 中 ， 为 预先 给 定 的 待 模拟 的 严 客 总 数 。 由 于 该 方法 是 预先 
给 定 帮 宅 数 NN， 故 义 称 为 定数 结束 模拟 . 
3， 模 氢 方 法 卫 
除 上 述 二 种 方法 处 ， 还 可 利用 第 二 章 定 理 2.22 的 原理 来 得 
到 一 种 新 的 方法 卫 。 该 方法 上 只要 给 定 模 所 终止 时 刻 + 及 {0,1 
到 达 顾 容 总 数 Y， 则 由 定理 2.22 得 知 ， 在 (3 ) 一 站 考生 的 荣 
件 下 ，{s 89 5s) 与 CU Uys， Uw)】 同 分 布 , 其 中 
Cs Us 四 U 0s, 是 相互 独立 且 同 在 《0， f 上 均 句 分 布 
的 随机 变量 如,，U,，…:，U, 的 顺序 统计 量 ， 因 此 只 要 连续 产生 
nt 个 (0。，+) 均 名 分 布 随 机 数 ， 并 将 其 按 大 小 顺序 排列 ， 则 在 
D0，1] 内 x# 个 顾客 的 到 达 时 刻 样本 即 可 获得 。 有 关 方 法 于 的 
程序 框图 见 图 4~17. 


连 丢 产生 日 趟 艳 50, 人 上 区 与 
分 布 的 随机 数 Vi -Vp bid pV 


特 Y Vs 按 大 小 愿 证 
排列 得 UU 


打印 并 
(CEND ) 
图 4-17 


‘三 ) 齐 次 马 氏 链 的 模拟 


设 {XC1),， t=0， 1， 二 {XX(0) [17 oo 
上 (8 为 齐 次 马 氏 链 。 所 谓 对 齐 次 马 氏 链 的 模拟 , 其 实质 就 
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是 接 中 一 定 的 方法 获取 一 个 禅 本 序列 {Dos Us oy Cn 
共 中 ,是 随机 空 证 XCi) 的 样本 (i 二 0，1，2，…)， 如 
果 夺 C0)， 轩 <12,。… 相 互 鳞 立 具 分 布 齐 已 知 ， 出 剖 按 照 随 机 变 
量 的 模拟 方法 来 分 别 独立 地 取得 了 Ln ) 的 样本 Us。 然 而 ， 册 章 
次 马 氏 链 的 臣 本 特性 一 马 氏 性 得 知 ， 种 人 YC5) (RR 二 0， 11m; 
之 间 是 彼此 家 关 的 ， 但 好 在 这 种 相关 程度 比 较 微弱 ， 任 一 时 刻 
和 ay) 的 状态 仅 依 束 于 前 一 时 剂 的 状态 下 (一 1)。 县 体 地 说 ， 
下 (1) 依 环 于 守 C02，XC2) 依 基于 天 (1 是 二 1) 
依 题 X5a)， …， 因此， 只 要 给 定 割 始 状态 疡 《或 初始 站 态 的 邮 
率 分 布 ) 与 转移 定 阵 已 ， 上 述 间 题 是 不 难 解决 的 。 它 只 需 出 初始 
状态 五 C0)= 重 及 局 来 决定 五 (C1) 的 样本 i， 然后 由 XC1) 
二 及 卫 来 决定 人 (2) 的 样本 &， ry 由 着) 二 各 有 廊 局 来 天 定 
荆 (# 十 1) 的 样本 喇 .,, 如 此 递 推 求解 ， 直 到 满 是 要 求 为 止 。 按 
照 上 述 设 想 ， 对 一 个 具有 状态 空间 了 ={0，1，2,:"，mj), 
转移 矩阵 

Don Po， …… Pom 

P= pio pu 机 Pim 
Dro Pes pro 


及 初始 状态 和 的 齐 次 巧 民 链 {C1)，+t 二 0，1，2，…! 进 
行 模拟 ， 其 具体 步骤 如 下 ， 

(12 于 (0) 有 初始 状态 铝 ， 即 0, 一 如， 

《2 ) 求 二 (1 7) 的 样本 Ul， 由 于 状态 了 {90)== 咏 已 发 生 ， 
于 是 在 天 (07 一 名 已 发 生 条 任 下 , 基 ( 1 ) 的 条 忻 分 布 列 PiN 1) 
= [XCO0D)=A) = proy (7 一 0，1，…， 地 ) 是 已 知 的 , 它 如 
须 从 矩阵 呈 中 最 出 第 岛 行 的 各 元 素 即 可 ， 妈 有 


CO) | 必 1 3 m 


pa | Phot Px! Pro2 pinm 


有 了 xl1) 的 条 件 分 布 列 ， 就 可 以 按照 前 述 对 离散 型 随机 变量 
的 一般 模拟 方法 米 取 得 X(1) 的 样本 人 秆 UU， 即 取 随 机 数 r,， 若 


kr- 1 
对 基 & 有 了) pro 之 ?所 » pron 则 天 (1) 有 样本 UU; 一 名 。 
= 人 了 三 和 
¢ 3) 求 了 (2 ) 的 样本 Us。， 与 上 辣 理 ， 由 于 (1)== 训 已 
发 生 ， 故 在 蕊 (1 ) = 各 已 安生 的 策 件 下 ， 开 (2 ) 的 条件 分 布 列 


XD) | 0 i 2 #4 
| 


六 | PrId Dri Pe 0 Paim 


是 已 知 的 ， 它 只 须 取 抢 阵 己 的 第 及 行 的 全 部 元 素 即 可 。 然后 按 
照 前 述 模 氢 方法 。 取 随机 数 r*， 若 对 某 包 有 关系 式 也 by < 


二 上 


r 瓜 > pr 旭 XX(2 ) 的 样本 取 避 ,= 如。 


1=0 


反复 运用 上 述 步 骤 ， 凤 可 获得 沉 次 马 氏 链 {XCt1)，{ 一 0， 
1，…，#%} 具 有 初始 状态 半 (0) 二 包 的 一 组 样本 值 品 ，&1， 局， 
Ac-。 和 需要 说 明 的 是 ， 上 述 样 本 序列 是 在 初始 状态 有 王 ( 0 ) 一 
,已 确定 的 情况 下 获得 的 。 车 站 (0) 亦 为 随机 变量 ， 并 有 初 妈 


分 布 列 
XiOr | 0 1 2 5 m 
- | qt 4 9 人 mw 


此 时 ， 只 需 首先 技 时 离散 型 戎 机 变量 的 一 般 模拟 方法 求 得 于 (0》 
的 样本 值 刀 ， 然 后 再 按 上 述 步 又 执行 即 可 。 至 于 状态 空间 为 可 
列 时 ， 方 法 是 完全 类 似 的 ， 在 此 不 再 并 述 。 

(四 ) 弱 平 稳 过 程 的 模拟 


设 1TCf)h 所 古 ) 为 弱 平 稳 过 程 〈 协 方差 平稳 过 程 )， 其 
相关 函数 互 (z) 【或 谱 密 度 S(um)) 已 知 ， 期 望 ECXCE)1== 
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0， 我 们 来 考虑 此 平稳 过程 的 模拟 问题 。 一 般 来 说 ， 对 应 于 同一 
相关 阔 数 BCT ) 【或 潜 密 度 SCm)) 的 弱 平 稳 过 程 47 (1)， 
1 和 会员 ;不是 崔 一 的 ， 但 如 果 我 们 仅 美 心 其 数字 特征 , 而 不 去 考 虚 
其 他 更 为 细微 的 统计 特性 的 话 ， 唱 任 取 一 个 满足 上 述 数 字 特 征 的 
平稳 过 程 13 (1)，+ 全 妃 }) 作 为 {了 C1)，+t 三 RU) 网 近似 是 倪 
许 的 。 基于 这 样 一 种 思想 ， 下 面 我 们 来 介绍 其 中 的 二 种 方法 。 

1. 在 采用 数字 计算 机 工具 来 模 拟 一 个 连续 过 程 iY( 1)， 
1 和 RR 时， 通常 要 对 连续 过 程 离 散 化 与 截断 , 即 取 有 限 多 个 等 让 
离 点 了 中 1 一 可 二 Zi 为 常数 )， 并 屿 CX)， 
(tb 下 ) 作 为 连 急 过 程 的 近似 。 此 人 时， 和 相关 也 
数 召 tt) 相应 池 用 和 相关 算 阵 (B47) on 来 近似 代 赫 ， 其 中 有 5; 二 
ERO XTHD)= BG 一直，。 因 此， 问题 就 归结 为 求 满足 上 
述 条 件 巨 (0G09 二 0 及 相关 欠 阵 为 (5811) 的 #5 维 向 其 的 样本 值 
问题 。 这 只 须 采用 下 述 方法 . 

首先 任 取 一 列 随 机 变量 {9% ， 人 和合 ECGyD)=0， Div) = 
BC00, Ely gm 一 0 去 )。 显 钻 符 合 上 述 要 求 的 {yw 可 
采用 多 种 方法 得 到 ， 例 却 {yw} 可 又 为 在 (一 上， 上 ) 中 独立 均 杀 


分 布 的 随机 变量 ， 其 中 上 一 VY 38(0)， 或 取 为 独立 的 N(0， 
如 (0)) 正 态 随机 变量 。 当 然 ， 这 些 随机 变 量 的 抽样 值 可 采用 
§ 4.2 的 方法 来 获得 。 

然后 对 3 作 变 换 ， 使 有 


D1) ey Tt es ys tr coy, 


J 1 C3) =0 V+ orys t+ 十 CanH 


UR i 


1 C1) ey Cr ym 二 十 Cay owl 
其 中 系数 0c 可 通过 下 列 方程 组 求解 得 到 ， 


*» 29 了。 


| (eic 十 Date 十 直 CoCw) BION=E ,= Bri—t,) 
(scrt oscs tr Fess PCON =b = Bh ~t) 
| (crorteracst toc ran) BOO Eb= Bre—t) 


\ (es01B C0) =ba = BOs—t) 
刚 如 此 获得 的 # 维 高 量 《7 0)， 人 GD)，…， 0 Cm 必然 满足 
上 述 要 求 。 这 荐 由 于 首先 有 ELC? QD)) = 0， 其 次 考虑 到 有 : 
| 五 (0) 一 了 


了 


Ey 3 有 一 


因而 有 
EDTHDN HO = ECCc yt oy tt Cyn) (CYR 
十 … CnyosN-1) 1 
= 00 二 "Cac tn) BCO 


=bn 
进一步 还 有 
ECN UD 四 《有一 五 [CU Te tery) (Cy tt 
+ es Ynrirt-1) 
一 [ctrl 十 Chrzcs 十 二 Coca 五 (0) 
=br = BBA) 
一 如 sy 


从 而 证 明了 利用 上 述 方 法 求 得 的 4 维 随 机 向量 《5 GD)， 9 ip)， 
…， 7 (1.)) 确实 具有 相关 矩阵 (B81) 及 期 望 瑟 (36GD) 一 0 等 
性 质 ， 因 而 可 由 其 作为 连续 过 程 {X( 1)，1 毛 RR} 的 近似 ， 并 以 
(7 (4), 1 1), My 1 (C1) ) 的 抽样 值 Chr ty, U (ls), ny 
Ui)) 作为 {于 (1)，+t 刁 R10 的 抽样 值 ， 至 于 获得 (U4)， 
UV GD UC)) 的 程序 框图 可 见 图 4-18。 本 方法 的 缺点 在 于 求 
解 上 述 二 次 方程 组 时 计算 车 较 大 ， 而 且 内 能 求 出 近似 解 。 此 外 由 
于 当 采 用 # 维 向 量 来 近似 代替 连续 过 程 时 ， 显 然 要 求 4 较 大 ， 这 
就 大 大 增加 了 求解 方程 组 的 困难 ， 
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但 ?wm 一 1 个 相互 独 立 且 问 在 (一 ,上 } 
上 均 名 分布 的 随机 束 rr rp 
其 中 和 = v38B(0} 


求解 下 列 方 程 组 . 并 定 出 c(i=1,2， 
ray 

ted ert rhea I BO =b 
testi tect tr et 1 BO) = by 
fei 二 上 -rz 十 i BD 一 页) 
Crt BOO bl 


Ucir cry" Er, 
Ue)=ere terst ert 


VOY=or terri er 
其 申 “一 季风 一 1 ,2 


图 4-18 


2. 设 {1 了 CT)。 工 区 必 ) 为 弱 平 稳 过 程 ， 天 4) = 0， 
说 密度 St@) 已 知 、 下 面 来 考虑 另 一 种 较为 简单 的 模拟 方 法 。 
该 方法 在 模拟 过 程 中 无 需 再 进行 时 间 “ 和 截断”， 而 可 直接 得 色 过 


程 的 样本 函数 . 
首先 令 
“= [~ Sm)de 
作 
f (0) -2 


然后 取 一 对 相互 独立 的 随机 变量 中 ,9 , 其 中 心 以 (wm) 一 全 《2 


为 其 密度 函数 ， 南 8 在 {一 x*，x) .上 均 名 分 布 则 平稳 过程 
?7(1) 二 a cost@it 十 8》 必 为 所 求 。 这 是 因为 根据 % 与 6 的 定 
义 ， 入 


En =aoF(oosotoon  —sinorsin  )= 0 
ECTC1)NEt 十 r+) =aE[ 瑟 eos 2 四 1 十 DFT 十 2 上 
1 
十 -人 cosor ] 


a2 
2 


五 [cos07] 
-| cosor f 《中 ?他 


-二 人 so)eraa 
根据 协 方 盖 中 (zy 和 谐 密度 Seo) 的 关系 易 知 平稳 过 程 
{C1)，# 匡 妨 } 以 S(m) 为 谱 密 度 。 

这 样 ， 对 于 任 一 具体 锐 定 的 Soe)， 只 须根 据 $ 4,2 的 方法 
产生 一 个 (wm》 分 布 随 机 数 富 及 (一 xT，x) 上 均匀 分 布 随 本 
数 访 作 区 51) 一 Goosf5 十 六 ， 则 5C) 即 可 作为 所 求 平稳 过 
程 {X(1)，+ 刁 避 } 的 样本 函数 。 

例 4.3 某 地 区 天 气 有 雨 、 睛 、 胃 、 客 云 下 种 状况 ， 设 明 天 
章 天 气 状 识 以 一 定 的 概率 取决 于 今天 的 天 气 ， 并 具有 转移 往 率 如 
表 4-7 所 示 ， 试 从 晴天 《初始 状态 ) 开始 ， 模 拟 一 年 的 天 气 状 
况 ， 并 统计 当 各 类 天 气 状况 的 累计 天 数 及 其 所 占 百分比 。 


惠 4-7 


于 名 


| 0 
.2 各 -过 
本 | 站 .之 | 人 0, | d.1 
内 ,3 0.1 ' D4 


解 以 0、1、2、3 分 别 代 表 南 天 、 上 晴天. 了 明天. 多云 四 
种 状况 ， 以 二 震 示 第 4# 天 的 天 气 状况 ， 则 由 题 意 可 知 {xo。 # 亚 
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0，3，2。 “…}) 是 有 限 状 态 齐 次 马 氏 链 , 并 有 状态 空间 了 一 1 0 . 
1，2，3)}， 一 阔 转 殉 凡 和 阵 

0.1 0.2 0.2 

0.4 0.2 0.2 

0 0.2 0.4 0.1 

1 3 0.3 0.1 0.4 

按照 前 述 齐 次 马 氏 链 的 模拟 方法 ， 可 写 册 对 应 于 上 述 问题 的 程序 
框 加 4-19，。 每 次 模 氢 试验 可 槛 折 改天 的 天 气 状况 〔 取 六 ,一 365， 


[BR 
和 霄 上 Dm P= Pri,jy 
上 


OMT 0 


号 

L 

一 一 一 一 

人 
za i en 


3 一 Se 四 SS /im 
SS 


输入 

各 类 天 气 的 平均 天 蚊 
字 L "Sy ps 

各 类 无 气 占 的 平均 百分比 

EI EC EOC), EC3) 


Semsot Stn SS+Srl1y 
Sr= 1 _ 一 
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则 每 次 模 折 试验 就 可 模拟 一 年 的 天 气 状 况 )， 并 安排 作 押 次 模 所 
试验 ， 从 而 求 出 各 类 天 气 状 况 的 平均 无数 及 衬 均 百分比 、 涡 要 指 
里 前 是 ， 在 计算 上 述 各 类 天 气 的 平均 天 数 时 ， 可 采用 如 下 的 选 代 
公式: 


一 7 一] 1 
Xi 二 ~ i Xt; 十 i 


| [一 1， 2 re ) 


在 图 4-19 中 ， 爷 标识 符 的 会 义 如 下 
户 - 了 了，7) 一 转向 概率 〈1 = 一 0，1，2，38， /二 0,1, 
2, 37 
人 S07- 一 病 尖 辕 计 
S12 一 晴天 累计 
人 S L323) 一 图 天 累计 
St3) 一 多 云 直 累计 
,一 预定 每 次 试验 的 模拟 天 数 
并 一 每 次 试验 中 模拟 天 数 累 计 俏 
桩 一 预定 重复 模 氢 的 试验 必 数 
2 (1 ， 下 ) 一 在 第 二 次 模拟 试验 中 第 ; 种 天 气 状 况 所 占 的 百 
分 比 (= 一 0，1，2，3) 
五 (1 ) 一 第 + 种 天 气 状况 所 点 的 平均 百分比 (1 一 0，1， 
2, 3) 
3 一 第 站 种 天 气 状 态 的 黑 计 数 {= 二 0，1，2，3】 
编制 对 应 图 4-19 的 BASIC 源 程 序 ( 从 略 )。 当 输入 转移 定 阵 
玉 的 各 元 过 及 六 so， 出 的 数值 后 ， 执 行 上 述 程序 ， 即 可 获得 该 问 
题 的 模 所 和 解 。 


ED)=0.2773 E(1)=~=0,2418 
El2)=0.2206 五 37) 一 0.2603 
汛 者 不 难 求 出 该 问题 的 分 析 解 ， 从 比较 可 各 ， 其 误差 是 不 大 的 。 
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$4.4 随机 系统 的 模拟 


一 个 赣 机 系统 ， 例 如 排队 系统 、 可 靠 性 系统 或 岸 存 系统 等 ， 
当 影响 系统 状态 变化 的 因素 及 其 相互 关系 较为 复杂 时， 一 般 来 
说 ， 采 用 排队 论 、 随 机 库存 论 或 系统 可 靠 性 数学 的 分 析 理 论 来 求 
解 将 是 困难 的 。 此 时 ， 采 用 合适 的 计算 机 模拟 方法 ， 将 可 使 求解 
间 题 得 证 解决 。 本 章 介 绍 在 随机 系统 模拟 时 常用 的 两 种 慌 拟 方 
荡 ， 时 间 步 长 法 与 最 得 时 间 的 罕 件 步 长 法 ， 并 通过 两 个 售 题 来 说 
其 其 求解 问题 的 全 过 程 。 

《一 ) ”时 间 步 长 法 

当天 们 去 考察 某 一 对 象 系统 的 状态 与 行为 的 变化 过 程 时 ， 通 
常 总 是 随 闭 时 间 的 进程 来 话 步 考 
察 与 分 析 的 。 因 此 在 采用 计算 机 
模拟 求解 时 ， 估 们 很 自然 地 起 到 人 
也 可 以 按照 时 间 的 进程 ， 一 步 一 NS! | 
步 池 对 系统 的 行为 与 活动 ， 先 让 
行动 态 模 优 ， 然 后 再 进行 考察 分 在 当前 步 长 内 , 考 


多 分 析 、 计 算 和 记 
本 与 记录 ， 以 期 达到 求解 的 让 i 录 系 统 的 活动 


的 。 采 用 寺 述 思想 的 弄 拟 法 称 为 
时 间 步 长 法 。 在 采用 时 间 步 长 法 
来 作 计 算 机 模 所 时 ， 其 基本 步 又 
为 ， 首 先 选 取 对 和 象 系统 的 一 个 初 
始 起 点 作为 模拟 时 钟 的 零点 ， 然 
后 根据 实际 剖 题 的 党 时， 选 定 一 
个 时 间 步 长 《可 以 国定 不 变 ， 也 
可 以 随时 间 而 变 )。 于 是 从 模拟 
对 钟 的 零点 开始 ， 每 推进 一 个 时 图 4-20 
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间 步 长 就 对 系统 的 活动 种 状态 接 照 栅 定 的 期 则 和 目的 进行 考察， 
分 析 、 计 算 和 记录 ， 直 到 和 预定 榜 拉 结束 时 刻 为止 ， 其 基本 流程 如 ; 
图 4-20。 

例 4.4 材料 会 库 服务 系统 是 出 一 个 仓库 管理 员 和 领 料 工 人 
构成 的 等 待 制 排 队 系 统 ， 设 工人 的 到 达 为 Poisson 流 ， 平 均 铬 小 
时 有 12 个 工人 来 额 料 ， 每 个 工人 所 需 的 领 料 时 间 寺 名 分 布 在 2 
到 4 分 钟 之 问 ， 求 该 系统 管理 员 氏 的 概率 . 

解 4 一 12 人 /小 时 一 0.2 人 /分 。 考 椰 到 管理 员 仿 的 概 室 可 
和 近似 地 用 如 下 等 式 来 代替 ， 即 有 

= 管理 员 入 时 累计 /总 伐 氢 有 时间 。 
可 此 我 们 只 须 每 蚁 一 分 钟 来 中 多 一 下 领 料 三 人 的 到 达 状 态 及 全 料 
状态 《是 否 有 工人 到 达 ? 是否 领 完 ?)， 并 记录 该 时 间 间 有 也 (1， 
1 十 工 中 的 入 时 、 问 题 即 可 解决 。 至 于 在 《了 +， 十 1 中 是 否 
有 颌 料 工人 到 达 ， 可 利用 Poisson 流 欧 模 所 法 [的 基 果 ， 并 训 
-有 一 1 分 )， 则 在 
PINCGt, 1 +t 1)=] se 有 二 0 
PIT。 1+1})=0)=~=0.8 
而 领 料 时 间 的 样本 值 可 利用 (aa，5) 上 均匀 分 布 随 桃 数 来 取 . 
得 ， 即 有 
于 一 2 十 (4 一 2 地 RNDI1D) 

4-21 画 出 了 工人 到 达 与 服务 的 文字 械 图 、 图 4-22 为 对 应 
的 程序 框图 ， 程 序 杠 图 中 的 标识 符 售 祥 如 下 * 

人 了 一 预定 模拟 时 间 

个 ,一 仓库 管理 员 的 变 放 时 刻 

了 ,一 每 个 工人 的 到 达 寺 刻 

+ 一 管理 员 位 时 累计 

了 .一 仓库 管理 员 空 用 时 间 票 计 

名 一 当前 时 刻 屠 求 领 料 的 工人 散 

一 领 料 时 间 
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系统 处 知 始 状态 ， 
管理 员 等 竺 工作 


青 


村 求 顿 性 工 人 数 如 1 


空 


电 藻 有 工人 要 求 额 


有 


一 个 工人 领 料 , 标 求 侨 料 管理 员 
工人 数 焉 1 空闲 寺 间 郝 1 分 神 


计算 领 料 时 间 
管理 员 忙 时 忌 志 
| 改变 管理 员 到 部 时 况 


< 一 医 执 时 间 是 否 纺 训 
扣 


计算 管理 页 
忙 的 本 率 并 输 沿 


图 4- 和 
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了 .一 开赴 1 
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也 一 管理 员 忙 的 被 率 
编制 相应 的 BASIC 程序 。， 并 执行 ， 即 可 灾 得 其 解 。 


已 一 0.5416120 《有 关 程 序 从 略 》 


二) 最 短 时 间 的 事件 步 长 法 


观察 例 4.4 的 模拟 求解 过 程 ， 可 以 发 现 邵 下 问题 ， 在 采用 时 
间 步 长 法 来 考察 、 分 析 与 记录 系统 的 状态 变化 时 ， 由 于 所 采用 的 
有 时间 步 长 是 等 间隔 的 ， 因 而 在 一 些 时 间 间 隔 《， 上 十 4 内 ， 
会 发 生 既 无 工人 到 村 ， 叉 无 领 料 结束 的 状况 。 此 时 ， 计 算 机 执行 
对 应 程序 所 作 的 分 析 、 上 比较 与 计算 工作 将 成 为 多 余 ， 为 此 人 们 考 
虑 是否 可 肝 用 不 等 闻 隔 步 长 的 考察 方法 ， 旦 上 只 在 那些 人 们 关心 的 
事件 〈 如 工人 到 达 或 领 料 结束 等 ) 4 发生 的 时 刻 点 上 来 考察 、 分 
析 丑 计算 系统 的 状态 变化 ， 从 而 可 加 快 模拟 的 求解 过 程 。 然 而 注 
意 到 ， 对 多 数 随机 系统 而 言 ， 由 于 其 发 生 的 各 种 事件 的 性 质 可 以 
是 多 种 多 样 的 ， 为 了 依照 时 间 的 进程 来 考察 该 系统 的 动态 变化 ， 
就 必须 对 这 一 系列 不 同性 质 的 事 性 ， 按 照发 生 时 间 的 先后 顺序 来 
逐个 进行 考察 ， 这 就 是 最 短 时 间 的 事件 步 长 法 的 基本 思想 。 下 面 
我 们 首先 介绍 什么 是 最 短 时 间 事件 。 在 模拟 模型 中 ， 在 在 着 一 系 
列 不 同性 质 的 事 性 ， 这 些 事件 中 发 生 的 时 刻 距 初始 时 点 最 近 约 对 
应 事件 称 为 最 组 时 间 事 忻 。 我 们 以 最 短 时 间 事 件 为 步 蕉 《确切 地 
说 是 以 相 邻 最 短 时 间 事 件 的 间 陋 时 间 为 步 长 J)， 一 步 一 步 地 对 系 
统 的 行为 按照 时 间 的 进程 来 进行 动态 模拟 的 方法 称 为 最 短 时 间 事 
件 步 长 法 。 采 用 最 短 帅 间 事 件 步 长 法 来 进行 动态 模拟 的 过 程 如 
下 ， 首 先 选 取 系 统 的 一 个 初始 状态 ， 然 后 在 这 一 系列 事件 中 选取 
一 最 短 时 间 事 件 ， 以 该 事件 的 时 间 为 步 长 来 考察 分 析 、 计 算 和 沁 
录 系 统 的 行为 与 状态 的 变化 ， 并 将 初始 时 点 物 到 上 述 事件 发 生 的 
当前 时 肇 ， 接 着 再 选取 新 的 最 短 时 间 事 件 …… 如 此 往复 ， 一 直 模 
拟 到 预定 的 总 模拟 时 间 为 目 《 见 图 4-23 )。 在 实际 癌 题 中 ， 例 如 


* 3801 * 


厂 内 运输 ， 市 内 公共 交通 ， 石 油船 队 的 海上 运输 ， 国 定 航线 的 航 
空 送 输 等 ， 这 一 类 随机 系统 的 基本 特点 是 ， 系 统 中 的 部 分 要 素 以 
相同 的 方式 序 贯 地 不 断 地 改变 其 本 身 的 状态 ， 而 且 这 种 状态 的 改 
变 ， 基 以 循环 的 形式 周而复始 地 进行 的 。 因 而 ， 对 这 一 类 系统 作 
计算 机 模拟 时 ， 杀 用 最 短 时 间 的 事 性 步 长 法 是 适宜 的 ， 


让 取 一 个 最 
短 时 间 事 件 


该 事件 是 否 处 
于 第 一 种 状态 ? 


处 理惠 一 科 扒 春 
并 记录 有 关 数 据 


姓 莘 第 二 种 状态 
莽 记 录 有 关 数 所 


市 续 个 | 尘 赴 宣 吾 内 着 | 


11 
性 束 件 中 符 录 于 工 _ 拓 商机 和 状 二 
"一 1 种 状态 | 郑 记 录 有 头 数据 | 
处 理 第 "种 状态 
所 


:并 记 票 有 关 整 


"” 302 « 


例 4.5 机 黑 看 管 系统 模拟 

一 个 机 器 看管 系统 ， 者 和 m 全 机器， 并 由 e 个 工人 共同 负责 看 
管 与 修理 。 并 设 

《1 》 各 台 机 器 的 质量 相同 ， 机 器 的 连续 运转 时 间 相 互 独立 
且 服 从 同一 负 指 数 分 布 ， 平 均 寿 命 为 二 (六 0)， 

《2 ) 每 个 工人 技术 相同 ， 且 修理 时 间 相 互 独立 并 最 从 同 一 
负 指数 分 布 ， 平 均 修理 时 间 为 一 (4 >> 0)， 


[3 7 工人 对 故障 机 祝 的 修理 与 了 其 他 机 器 连续 运 转 是 丛 起 党 
无 关 ， 人 收复 后 的 机 器 其 寿命 分 布 与 新 的 一 样 。 

《4) 机 器 停止 运转 每 单位 时 向 的 损人 失 费 为 忆 元 ， 工 人 单位 
时 间 的 产值 为 Cs 元 。 

车 机 器 的 等 待 时 间 为 到 ， 工 人 总 的 空闲 时间 为 下 ， 岗 系统 寻 

枯 具 费 为 5 一 CE 二 Cs 了， 试 求 当 机 容 数 m 固 定时， 为 使 系统 
的 总 报 失 费 最 小 ， 应 配备 多 少 工人 为 最 优 ? 

解 ” 当 本 问题 采用 最 短 时 间 事件 步 长 法 模拟 时 ， 背 先 要 确定 
-个 者 始 状 态 。 不 妨 假 定 开始 时 所 有 的 机 器 都 正常 运转 ， 工 人 处 
于 室 表 状态 。 并 设 了 为 模拟 的 终止 时 间 ， 然 后 来 依次 模 所 修 理工 
人 数 c< 分 别 取 1 ，2 ，3 ，… 时 的 系统 损失 费 ， 最 后 杠 据 系统 撮 
失 费 5 随 c 而 变化 的 单调 性 来 确定 最 优 工人 数 . 

很 据 以 上 思想 并 采用 最 短 时 间 事 忻 步 长 法 来 模拟 时 可 设计 模 
所 程序 框图 4 ~24。 框 图 中 各 标识 符 的 合 义 如 下 ， 

个 一 一 并 所 终止 时 间 


mt 一 一 切 静 数 
五 【了 于) 一 一 第 i 台山 器 所 处 状态 (了 一 1， 2 
其 中 
| 
Bi)= 
9 一 一 机 器 发 生 故 障 


» #03 ， 


tz-p 转 


TINAY 

907 旦 -T= UDY 
芽 新 二 一 各 如 抽风 时 悦 

“加 昌 下 得 三 蜀 轩 可 于 一 于 十 本 一 下 
"“ 桨 朝 到 业 忌 邓 蘑 平 吧 加 境 具 名 是 话 眼 省 


GMAY 


FY 
革 科 出 竺 丫 工 世 富 


D0 


党 因 中 一 机 肝 重 鞠 集 许 
" 埋 林 哥 屠 币 全 币 丙 
“ 迁 请 本 吾 攻 启 司 韦 也 


Es EY 
到 芹 关 克 霄 亲 共 


ft 
咎 者 站 工 请 市 注 罕 噶 


(DG = 于 匡 可 站 后 字 
站 本 吉 妊 语 芹 订 溃 家 办 客 


二 下 
可 是 时 地 而 具 次 二 
DV ey 
怖 请 曾 诸 晶 夫 者 容 

IT 


[二 


DiFIF 
党 闪 帮 同系 | 
革 姑 此 宇 轩 器 博 


201 生 -Y=ODY 


:= 

各 展 他 二 本 桩 大 错 
{n= 

本 讲 郎 防守 由 部 廿 内 


ETT TT 
mt tt 
季 浊 下 向 旭 改 十 再 站 工 
iT = 
售 六 此 赤 凑 下 士 贺 量 娟 
-和 章 业 :了 兢 旧 协 评 二 晰 欧 二 


ro -4 9 了 兴 页 用工 


二 
凑 通 联 由 站 霄 
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ACED) 第 上 人 台 机 器 所 处 状态 的 当前 时 肇 【 一 1， 
Be m), 


口 ( 1 站) 一 一 第 1 个 工人 修复 机 器 的 用 放 时 鹿 


Ci 工人 单位 时 间 的 产值 

C: 一 一 -机 器 等 待 单位 时 间 的 损失 发 

U 单位 时 间 平 均 能 收复 芍 机 器 数 

六 一 一 一 人 台 机 器 在 单位 运转 时 间 内 发 生 故 障 的 平均 次 数 
S -一 一 总 损失 费用 


下 一- 机 器 等 待 时 间 林 计 

瑟 一 一 工人 空 亲 时 间 累 计 

天 一 一 晤 短 时 间 机 器 的 当前 时 草 

五- 一- 最短 时 间 机 器 对 应 的 机 器 导 

工 一 一 工人 修 完 机 器 的 释放 时 刻 

x 最 短 帮 放 时 间 工 人 的 当前 时 刻 

3 -一 一 最 短 县 放 时 间 对 应 的 工人 序号 

表 4-8 列 出 了 当 严 一 86，- 产 -一 500 小 时 ， 一 -一 34 小 时 ， 

CI 一 3.46 元/ 小时，Cs 一 3.2 元 /小 时 时 的 模拟 结果 ， 其 中 每 次 
预定 模拟 时 间 为 一 万 小 时 ， 连 续 蓝 拟 五 次 取 其 平均 值 作为 模拟 结 
果 。 疯 察 表 4-8 的 模拟 结果 可 知 当 工 人 数 c 魏 10 时 。 最 优 工 人 
数 为 了。 


工人 数 二 2 3 4 5 和 ri 昌 9 ln 


| 
人 hs3.00 128.87 78.04 37.60 24.54 9.04 9.41 10.2 15.21 
尖 歼 玉 | 


‘三 ) 随机 系统 模拟 的 一 般 流 程 


在 对 随机 系统 作 计 算 机 模拟 时 ， 通 常 采用 如 下 流程 ， 
1. 何 题 多 识别 
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首先 摘 清 被 模拟 系统 的 状态 特性 与 时 间 特 人 性， 是 确定 性 系统 
还 是 随机 性 系统 ? 是 离散 性 的 还 是 连续 性 的 ? 此 类 问题 雇 否 采用 
分 析 解 或 解析 解 ? 如 果 不 能 ， 则 考虑 采用 模拟 解 。 其 次 确定 系统 
的 目标 少数 、 状 态 变 量 和 可 控 变 量 ， 

2 数据 收集 和 统计 处 理 

在 确定 状态 变量 的 特性 后 ， 若 是 本 机 变量 ， 则 需 作 数据 收 第 
和 统计 处 理 ， 己 便 确定 其 概率 分 布 类 独 及 其 分 布 参 数 的 佑 讨 值 ， 
由 于 上 述 问 题 将 在 数理 统计 中 涉及 ， 故 在 此 从 略 。 

3 ”构造 模 氢 模型， 选择 模拟 方法 ， 这 十 本 章 介绍 的 重点 . 

4 ”进行 模拟 试验 。 在 试验 中 ， 将 系统 的 状态 变化 过 程 不 断 
地 记录 . 

5 输 册 结果 ， 并 作 相 庶 的 统计 分 析 与 精度 估计。 

上 述 流程 可 见 贸 435。 


构造 模 报 模 型 
选择 模拟 方法 
确定 模型 参数 


采用 分 祈 法 或 | | 模型 改进 | 模型 试验 输出 
结果 的 统计 分 
其他 歼 什 退 法 析 与 精度 估计 


图 4-25 
限于 籍 幅 ， 本 章 只 介绍 了 上 述 流 程 的 步 又 3 与 4， 其 他 可 
参见 [23、[5413、[53。 


$4.5 精度 估计 与 模拟 次 数 的 确定 


本 节 主 要 介绍 利用 统计 试验 法 对 随机 性 模型 作 蓝 拟 试 验 时 ， 
如 何 估 计 模 拟 结果 的 精度 以 及 当 给 定 系 统 精度 要 求 时 ， 如 何 确定 


8300 。 


模拟 试验 中 的 模拟 次 束 。 


(一) 模拟 结果 的 精度 居 计 

对 于 一 个 随机 性 槛 型 宁 说 ， 通 常人 们 关心 的 状态 量 有 如 下 二 
类 ， 事 件 .4 改 生 的 松 率 了 (A4) 与 随机 变量 的 期 望 入 EE)。 
例 如 * 针 与 直 级 相交 的 概率 "、 仓 库 管 理 员 信 的 概率 ”以 及 “ 公 
的 平均 说 利 总 额 ”"、“ 领 料 工人 的 平均 等 待 时 间 ” 等 等 。 然 丙 在 利 
用 统计 试验 法 求 上 述 问 题 时 ， 一 般 内 能 得 到 C4) 的 近似 稍 记 
以 及 忆 i 5 的 近似 值 h$， 因 此、 需要 解决 六 代 苦 已 (A) 及 以 
代 苦 二 () 的 误 郑 估计 问题 或 精度 估计 问题 . 

1. 对 事件 和 A4 模 所 的 精度 估计 

当 我 们 对 某 事 件 4 进行 横 执 时， 为 了 求 得 事件 4 的 概率 
PC4)， 通 党 采用 如 下 步 又 ， 

1” 几 交 次 独立 重复 试验 ， 并 观察 和 记录 事件 4 在 各 次 试验 
中 发 生 的 次 数 na。 车 设 wi 为 第 了 次 试验 中 事件 4 发 生 的 次 数 , 即 

| 
Xr 


0， 第 1 次 试验 中 事件 4 不 发 生 


MN 


则 应 有 #4 二 ;1 re 
=e1 
2” 计算 事件 4 在 N 次 试验 中 发 生 的 频率 
的 
fu=ns/N= 2 xi 
T『 = 了 
3” 根据 大 数 定律 ， 当 慷 无 限 增 大 时 ，/ 在 其 种 锋 率 意义 
下 将 收 合 于 PCA)， 从 疝 可 用 fr=H4/N 作 为 PLA)=P 的 佑 
计 值 ， 
显然 ， 通 过 模拟 试验 ， 可 用 试验 结果 地- 代替 了 的 绝对 误差 
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为 月 -上品 - 一 | .但 由 于 在 做 每 一 轮 试 验 〈 所 谓 一 轮 试 验 是 
指向 一 个 次 独立 重复 试验 ) 时 ， 即 便 试验 次 数 育 相同 ， 所 得 的 
模拟 结果 #4 也 会 不 同 ， 亦 即兴 -是 一 个 随机 变量 ， 或 对 于 给 定 的 


z 祈 0 iH 之 ”是 一 个 随机 束 件 。 因 此 ， 正 确 的 提 法 应 
是 ， 在 一 定 的 可 靠 水 平 〔 洗 这 水 平 ) 有 A 上 怖 计 上 述 误差 ， 即 有 


PdLp< es) 一 已 


2 -P|<e)=8 (4.4) 


鲍 如 ， 当 请 二 99.7 另 时 ，(4. 4 小 示 以 99.7 扩 的 可 靠 程 度 保 证 
模拟 结果 的 绝对 误差 小 于 e， 或 者 说 在 作 1000 次 模 氢 试验 时 ， 
将 有 997 次 模拟 试验 保证 络 论 “AH< ea” 成 立 。 下 面 我 们 来 介 
绍 当 给 定 模拟 次 数 交 及 可 靠 水 平 甩 时 ， 如 何 求 误差 。 。 
(1) 中 心 极限 定理 估计 法 
. 当 我 们 在 对 事件 .4 进行 模拟 时 。 由 于 模 氢 试 验 是 独立 重复 试 
验 ， 故 在 每 次 试验 中 ， 事 忻 .4 出 更 的 次 数 二 (有 其 能 取 0 与 1) 应 
独立 岗 分 布 ， 且 
五 (全 /一 1 一 六 人 0， 疡 (一 0 一 芋 一 六 人 0 


从 而 
EOD= 0, D(XD)= Pp p= (1 b)>0 (4.5 
于 是 ， 由 中 心 极限 定理 纠 ， 邓 站 充分 天 时 ， 统计 量 


SX, 
EX 


“i C4,.8) 
类 
应 近 向 服从 NCD0，17) 分 布 ， 从 而 有 
和 
1 _ 


P (PS ) 一 广 5 全 e 5 di 一 中 (x) 


黄 中 NN(0，1》 分 布 函数 号 (< ) 的 数值 可 在 一 般配 率 户 书 中 找 
» B08 。 
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至 、 岂 于 


下 
-= U ~ Te 二 1 
PUPI<U) 人 2 d! 二 2 [i ye di 


六 
将 (4.6) 起 代入 上 式 ， 并 注意 (4.5) 式 ， 则 有 
"Eo | 
下 -co | 
| 


: _ r jE | / 
2 i 一 二 "- ch 
?| Ba /<0 el 2 P|<UY 
: ¥ 本 


| 


1 
- Lr DN 一 - -一 == = 1 
一 | Uy A | 2@BKL 一 1 一 及 (4.7) 


8 =U/ De UY/ ?to {4,81 


如 (4.7) 式 表 示 ， 以 事件 .A 在 樟 氢 试验 中 发 生 的 闲 率 代替 概率 
PC4)= PP 时， 在 置信 水 平 A 的 前 提 下 ， 其 绝对 误差 将 小 于 。 
这 正 是 前 述 精 度 恬 计 的 准确 提 法 。 

当 雏 定 四 信 水 平 B 及 宰 握 次数 # 时 ， 由 《4.8) 式 可 知 ， 呈 
到 计算 出 忌 及 了 的 数值 ，。 即 可 获得 ， 显 然 ， 己 是 容易 得 到 的 ， 
它 只 须根 据 (4.7) 式 查 邢 即 可 获得 月 所 对 应 竟 嫌 【〈 常 记 为 [ras 


至 于 尹 ， 可 用 横 氢 销 果 5 一 一 生来 代 芍 ， 即 以 1 一 各 作为 


了 (xi) 的 近似 值 ， 从 而 解决 了 。 的 估计 问题 
例 4.6 在 Buffon 授 儒 试验 虫 ， 经 10000 次 试验 后 ， 获 得 


» HAD :+ 


四 与 直线 相交 的 概率 近 舱 值 了 $=9.31831。 试 求 在 置信 和 水 平一 
0.95 下 ， 粹 六 代 蔡 真 仁 了 的 绝对 误差 2， 

解 出 8 二 0.95 查 表 可 知 Us 二 1.96。 因 为 了 B=0.81831; 
ft ==10000， 故 有 


e -Uy 一 所 1 gex dd657 -0.009127 


好 100 


此 结果 表明 ， 以 了 一 0.31831 代替 真 值 上 绝对 误差 小 于 0.009127 
的 可 靠 座 为 95 名 ,或 符 求 的 真情 幕 在 区 间 (0.31831 一 0.009127， 
0.31831 十 0.009127) 内 的 可 能 性 达 95 物 。 

(2 ) demmes 不 等 式 知 计 浅 

运用 中 心 极 限定 建 估 计 上 的 前 提 苹 子 样 容量 六 充分 大 。 当 六 
较 小 时 ， 此 方法 显然 是 不 适合 的 。 这 时 可 用 9qe6mmmes 不 等 式 法 ， 


车 到 了 ==， 则 有 


N 
ys ya 
EC(Y)=EIT a )=p, DO = D7 |= (4.9) 
利用 Je6amres 不 等 式 ， 得 
pdY -EC(YN<e 1- 党 
将 (4.9) 式 代入 上 式 ， 得 z 
P(e < cj>1- 鼻 《109 
车 取 : 
B11 站 二 站 (4.11) 


旭 (4.10) 式 天 示 ， 以 sf/ tf = 已 替 真 什 p 时 ， 其 绝对 误差 小 
于 的 可 靠 度 大 于 等 寺 B, 码 此 ， 当 给 定 8、#、 了 9 时， 由 
(4.11) 式 辣 样 可 求 出 =， 邵 


= 91 :， 


e -人 二 人 (4. 12) 
例 4.7 试用 Jegrmmree 不 等 式 湛 情 计 Buffon 授 针 模拟 结果 
的 绝对 误差 ， 其 基本 假设 与 前 同 。 | 
解 将 R= 10000， BB = 0.95,5 呈 0.31831 代入 (4.12) 
式 ， 得 


a /0.31881 Xx(1 一 9.31831) - _0.4657 0 ,00 
10000 xX0.05 100X0.223” 


出 较 上 述 两 种 方法 了 可知 ， 在 同一 置信 和 虚 的 条 人 性 下 ， 当 子 样 容 
重 较 大 时 ， 中 心 裤 限定 理 法 的 误 盖 估计 将 优 于 Je6aanea 不 铸 式 
法 。 但 对 于 小 子 磁 ， 由 于 前 者 无 法 运用 ， 国 而 只 能 采用 后 者 。 

2&、 对 随机 变量 模 拔 的 精度 估计 

为 了 取得 随机 变量 上 的 期 望 值 严 4)， 通 常 采用 下 述 少 又 ， 

1” 作 £ 的 和 家 独立 重复 模拟 试验 ， 以 取得 总 体 上 的 一 个 容 
基 为 入 的 于 样 (1s Eps “°° < 


人 
2” 取 子 样 均 值 = 2 SA。 


1 =” 1 

3” 报 据 太 数 定律 ， 当 入 无 限 增 大 时 ，3 在 某 种 驾 率 意义 下 
特 政 化 于 再 (人生 )， 从 而 可 用 三 作为 瑟 (E) 的 估计 俩 。 

下 硬 我 们 分 丙种 情况 来 讨论 用 #5 代替 EE) 的 误 深 估计 
六 题 . 

(1) 总 体 分 布 来 知 的 误差 估计 

当 总 体 上 的 分 布 未 知 时 ， 只 要 子 样 容量 较 大 ， 仍 可 用 中 心 极 
限定 理 法 讨论 误差 估计 问题 。 国 为 若 (#1/，5&4，…，é&w) 是 总 体 
和 的 简单 子 样 ， 则 不 仅 与 ， 纪 ，…，3S 相 瑟 焉 立 ， 且 与 总 体 上 回 
分 布 ， 当 王 ) 二 之 吕 ， 号 (8)=042> 0 时 , 央 由 中 心 极限 定 


my 
一 | 一 1 ee DL) pyri 
理 可 知 ， 统 计量 多 ( 广 Ds 2 )/ 应 近 但 服从 


三 工 
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0， 11) 分布。 于 是 。 可 采用 类 似 于 前 述 的 分 析 方 法 ， 得 到 
时 
1 ,一 
六 = " 
PF PP 


OE 


+ 


-| 1=6 
1 


1 


p(tcr DN) 1 (C4.13) 


取 = Fosy/ TY 下 ， 则 (4.13) 表明 ， 在 置信 水 平 A 下 ， 以 模拟 
试验 得 到 的 子 样 均值 来 代替 五 (E) 一 由 ， 其 绝对 误 盖 将 小 于 。 
于 是 ， 当 给 定 改 信 水 平 8， 模 所 次 数 N 时 ， 可 查 N(0, 1》 表 求 


各 8 对 应 的 Vs 而 用 子 样 方差 5%= 


1 部 
二 = 了 站 的 代 韦 


tl 
Ha 


oi,， 便 可 求 得 。， 

以 上 是 和 N 较 大 时 获得 的 精度 估计 ， 当 六 较 小 时 ， 也 可 用 
He5mues 不 等 式 法 来 悟 计 。 这 时 ， 由 于 EEC)= EC(4)=H#，D 
(二 一 GE /AN， 因 此 由 Te6mmes 不 等 式 可 得 

已 人 一 百人 < em1— DD/ 


或 
PIE—H|I< ee) P=8 
显然 ， 由 上 式 可 得 
ru 0 加 
“THO A (4.14) 


这 时 ， 具 要 给 定 入 与 8， 并 用 Sw 代 闪 0:,， 价 容易 求 得 2 。 
‘2 ) 对 正 态 母体 的 期 轰 值 之 误 闭 估计 
上 述 传 计 是 在 二 的 母体 分 布 求 名 情况 下 所 作 的 精度 估计。 如 
困 根 据 以 往 的 经 验 ， 可 以 确 知 5 来 自 正 态 母 体 ， 则 在 小 子 样 的 
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情 次 下 ， 还 可 用 上 分 布 作 误差 全 计 。 由 统计 理论 知 


NN-1) 
或 
上 
BE||_ sw ji<ia |=1-e=p (4.15) 
六 
NM 
其 中 S8= 寺 二 了 2 各 一 下 这样， 在 上 式 中 取 


皇上 


Gu ' 
=i 广 条 《4.16》 


则 《4.15) 式 可 变形 为 

Pi-il<e -1~ae=p 
因此 ， 在 置信 水 平 记 下 ， 忆 了 代 殖 忆 (CE) 二 上 的 绝对 误差 6 可 出 
4.16》 式 计算 出 。 


二) 模拟 次 数 的 确定 


上 述 精度 估计 是 在 预先 给 定 置信 床 甩 及 模 氢 次 数 六 的 条 件 下 
进行 的 。 然 而 在 模拟 的 应 用 中 ， 还 常 遇 到 另 一 类 相反 的 问题 ， 这 
就 号 对 于 给 定 的 精度 。 及 转 信 度 如 何 靖 定 次 撤 次 汪 站 亲 题 


因为 ， 从 理论 上 说 ，N 依 大， 以 mn/ 代 竺 户 或 以 9， é/N 


i= 1 
代 转 三 (JJ， 其 精确 度 您 高 。 然 而 当 六 过 大 时 ， 自然 会 浪费 机 时 
和 和 人力， 因此 需要 讨论 放大 到 什么 程度 时 ， 蔬 定 精 度 即 可 达到 。 
这 时 当然 也 就 无 需 再 模拟 了 ， 这 就 是 在 模拟 试验 中 的 模拟 次 数 确 
定 问题 ， 
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1， 对 事件 模 搜 时 灶 氢 次 数 的 确定 
由 前 可 知 ， 当 采用 天 样本 的 中 心 极 限定 理 法 估计 误差 时 ， 误 


差 表达 式 P(| .22 一 |<<s)=B 中 的 -由 (48) 式 来 计算 
面 (4.8) 式 可 变形 为 
nm Cp(l—p) (4.17) 


显然 ， 当 给 定 误差 < 及 月 时 ， 利 用 《4.17》 可 确定 对 应 的 模拟 次 
数 。 它 只 需 先 查 六 (40，1) 表 求 得 对 应 的 Us， 然后 再 求 上 出 
抒 可 ,但 由 于 户 恰 悄 是 问题 的 竺 求解 ， 为 解决 上 述 蔬 盾 ， 避 先 试 
算 若 干 次 ， 以 取得 一 个 狙 略 的 5 值 来 代 鞍 户 , 并 将 其 代入 (4.17) 
式 ， 从 而 可 求 得 #1 值 。 

例 4.8 在 Buffon 投 针 模拟 次 数 中 ， 车 给 定 误差 < 一 10…， 
置信 度 取 8 一 99.7 名 ， 试 求 满足 上 述 精 度 要 求 的 最 小 模拟 次 数 . 

解 由 于 e 一 10?， 户 一 99.7%， 查 NC(0，1) 表 可 得 
Ua 二 3 。 然 后 作 Buifon 投 针 模 拟 试 验 ， 以 取得 的 粗略 估计 信 
=0.302。 于 是 有 


2 
二 


三 外] 一介 一 9 x10x0.302xX0.698a:19000 次 


即 在 昨 信 水 平一 99.,7 名 下 ， 为 使 模拟 试验 的 结果 了 =n4/n 民 
替 所 时， 其 绝对 误差 小 于 0.01， 至 少 需要 作 一 万 妃 于 次 模拟 试 
验 。 

此 问题 也 可 用 degHrmea 不 等 式 法 来 解决 。 这 时 , (4.12) 式 
可 变形 为 


_ 由 (1 一 户 》 
季 一 Et BS (4.18) 


于 是 ， 采 用 与 中 心 极限 定理 类 似 的 做 法 ， 可 由 给 定 的 、B 与 试 
算 的 了 来 求 得 n， 
2z2， 对 随机 变量 机 拟 时 模拟 次 数 的 确定 
由 前 可 知 ， 当 总 体 分 布 未 知 而 采用 中 心 极限 定理 法 作 误 差 信 
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计时 . 币 e =Vos/y 玉 可 变形 为 
N =- ~ 3 《4.1T9: 
于 是 ， 当 给 定 e 与 8 时 ， 再 先 查 WCG，1) 表 求 得 各 对 应 的 厂 : 
然后 作 若干 次 模 把 ， 以 取得 二 的 子 样 方差 Ss= 六 二 >》， 
7 = 


(Sr FE)*, 再 将 ， Sy 代入 (4.19) 式 ， 即 可 计算 出 NN， 
在 模拟 试验 时 ， 甘 确 知 5 服 以 正 想 分 布 ， 这 时 可 采用 t 分 布 


神 : 租 诀 训 的 计算 问题 。 因 为 岗 〔4.16) 式 可 得 到 s -RH 或 


= 一 和 (4.20) 


其 中 f 可 根据 给 定 的 68 查 自由 度 为 N 一 1 的 1 分 布 志 得 到。 由 
(4.20) 式 可 知 ， 为 求 和 NN， 应 纵 定 2， (N 一 1) 与 $8. 但 5S3 
与 17N 一 1) 中 又 包含 了 未 如 的 入， 为 了 解 岂 上 述 韦 悄 ， 可 
完结 定 一 个 N, 依 ， 然后 模 扫 点 ,次 ， 取 得 5， 特 其 与 #， 

1 CN 一 1) 一 起 代入 (4.20) 式 ， 即 可 求 得 入 ， 


习 题 四 


1 ， 和 用 随机 数 函数 产生 50 个 在 200 到 300 之 间 整 数 上 均匀 分 布 的 
随机 整数 ， 打 印 出 这 组 数 信 ， 选 出 其 中 能 被 3 与 5 整除 的 数 ， 并 求 这 些 数 
之 和 和 ， 

2， 设 离散 型 随机 变 贡 x 和 分 布 列 


] 1 4 3 
| 8 E 


写 呈 用 模拟 法 求解 巨 (x) 的 程序 流程 ， 并 求 秩 解 。 
3， 一 个 离散 型 二 元 随机 变量 (x。y》 有 有 联合 分 布 与 边际 分 布 如 下 ， 
其 人 中 已 me 了 7x = mm, 2 ={)。 试 作出 Cx, yY 的 模拟 枇 赂 。 
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Ft = | .8 


4， 在 Buffon 投 央 问题 ( 见 4.1) 中 ， 取 =1，9 = 3， 试 用 楼 报 
法 求解 导 与 平行 坦 线 相 灾 的 入 率 ， 并 与 分 析 法 之 绿 果 作出 较 ， 

&， 财 飞机 进 得 三 次 独立 射 测 ， 第 一 次 射击 命中 率 为 第 二 次 为 
.5， 第 三 次 为 0.7， 飞 机 击 中 一 次 而 被 击落 的 构 率 为 6.2， 击 中 二 次 而 被 
击落 的 往 率 为 4.6， 著 被 击 中 三 次 ， 则 飞机 必然 被 击落 。 试 用 模拟 法 求 解 
概率 户 (A4Y， 共 中 事件 4 表示 经 三 次 射击 后 飞 机 被 击 蒂 ， 

6 月 30 个 由 于 散人 忻 Di，DD:，*…，Dsoy 它们 的 合用 情况 如 下 ， 一 
开始 D; 工作 ， 洲 站 报 坏 出 Ds 立即 开 舱 工作 ， 若 Ds 损坏 册 Ds 空 即 开 
始 工 作 ……。 邻 设 DCF = 1 3， ""“，30) 的 寿命 车 服从 和 参数 为 = 
羽 .1( 小 时 》 的 货 指 数 分 布 县 相互 独立 ， 邻 了 为 30 个 器 件 的 使 用 总 时 间 , 试 
用 模 拍 法 求解 报 室 已 (了 汉 30 小时) 。 

7， 某 商店 有 一 批 5 代 的 灯泡 其-1008 个 ， 分 别 来 自 4、 也 、C 三 个 是 
产 广 家 ， 各 有 数量 209，300，500 个 ， 其 奉命 均 服 从 负 指 分 布 ， 平 均 洗 命 
分 别 为 1000、1500、2000( 小 时 )》 。 由 于 三 种 灯泡 购 愉 租 同 ， 芍 役 民 购买 时 
可 从 中 任 取 其 一 。 试用 模 氢 法 求解 某 居民 购买 一 个 灯 泄 妆 明 时 ， 该 灯泡 霉 
命 症 1200 一 1500 (小时) 的 概率 及 平均 寿命 、 | 

8， 一 种 蜗 体 管 收音 机 使 用 两 节 1.5 估 电池， 即 名 义 上 该 机 是 靠 3 优 电 
延 来 工作 的 。 今 币 单 独 一 节 电池 的 实际 电压 为 正 态 分 布 ， 有 均 蔓 1.5 拓 与 
方差 9.04 代 。 党 工作 电压 偏离 区 间 [C3.75 伏 ，3.35 伏 ]， 册 收音 杖 欧 不 能 
正常 工作 。 试用 模拟 法 求解 收音 科 不 能 正常 工作 的 楼 宰 、 

9 某 产 品 需 估 次 色 过 趾 道 不 同 的 工 岸 后 方 能 虑 为 半 外 本 而 进入 仓 
库 . 设备 避 工 序 的 加 工时 间 相 互 强 立 ， 且 均 服 从 负 莉 数 分 布 ， 平 均 加 工 时 
闻 为 和 0 分 钟 。 车 区 为 该 产品 缀 玛 道 工 序 期 工 后 的 总 加 工时 间 ， 试 用 模拟 


* 318 : 


然 束 于 的 平均 值 及 要 密 忆 《X 60 分 ) 。 

10， 设 有 一 机 明 ， 镍 机 的 起 展 与 陵 获 均 在 同一 下 遵 上 过 行 。 今 设 司机 
之 弄 达 流 为 Poisson 流 ， 至 均 每 小 时 到 达 38 保 飞机 ， 每 歪 飞 机 的 着 陆 时 间 
为 3 分钟 ， 此 和 外， 地 面 飞 机 释 求 起 飞 的 到 述 洲 亦 为 Poisson 疲 ， 每 扣 飞机 
的 起 改 时 间 为 和 分钟 。 试 模拟 3500 分 钟 的 机 场 跑 道 合 用 过 惜 ， 并 求 

(1》 任 一 时 刻 飞 机 在 空中 等 逢 的 梳 素 、 

{23》 艳 道 在 性 一 时 刻 的 空 用 概 闪 。 

11， 四 个 人 相互 传 球 ， 每 传 一 次 球 ， 传 球 者 等 可 能 地 传 给 其 余 三 人 中 
的 一 大 。 试 用 模拟 法 求 第 # 次 传 球 时 ， 此 球 恰好 由 最 初 传 球 者 酝 出 的 概率 
PattR rn =100 Rn =300)., 

123， 设 茜 系 统 由 相互 独立 的 "个 子 系 统 囊 联 而 成 ， 而 各 个 系统 又 沟 由 
尝 不 相互 狂 立 、 忻 能 林 网 的 元 御 并 联 而 成 。 设 第 上 个子 系统 中 各 元 作 的 可 
区 诬 为 fi ff = 1，2，…， hh 试用 横 拟 法 求 

C1》 湖 W 2， 枯 = 1 = 人 00.7，Ri=0.6 时 的 系统 休 沁 度 ， 

(2) 当 F，、 遍 ，Rz 不 变 时 ， 欲 使 系统 相合 诬 所 高 0.005， 中 应 增 及 . 
到 才 兴 ? 

13. 设 作 冲 吕 的 输入 流 为 Poissoa 镍 ， 平 均 输 入 率 为 每 砂 闵 字 - 当 每 次 
和 输入 的 字 到 达 时 ， 若 饮 冲 器 充满 ， 则 输入 的 字 将 蔡 出 损失 ， 若 组 冲 器 中 还 
有 空位 村， 山 输 入 的 字 就 排 入 队列 ， 筷 恒 传 道 。 面 输出 为 后 步 忧 兴 ， 即 在 
间 跑 为 1 的 离散 时 刻 开 始 进 夺 心 送 ， 经 过 时 段 1 后 传送 完 员 。 在 两 个 传 效 
时 蓝 之 阅 到 达 角 冲 交 前 字 必 须 等 待 到 下 个 传送 时 刻 开 始 才 能 传送 ， 即 使 此 
时 仿 送 装置 空 着 .每 次 侍 送 是 成 指 的 ， 即 当 情 送 时 刻 开 始 的 腾 间 ， 兰 缓冲 
顽 中 等 等 心间 的 字数 号 时 。 则 所 有 的 字 一 次 传送 输出 若 等 得 传送 的 字 
数 > c ， 则 只 能 传送 输出 前 面 < 个 字 (¢ < 之 N}。 为 计算 该 系统 的 输出 速率 
与 洲 出 概率 ， 试 写 出 上 述 缓 冲 器 窒 贮 与 侍 送 过 程 的 程 麻 杠 图， 

14， 一 个 理发 店 有 三 个 服务 员 ， 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 均 服从 正 态 分 
布 ， 上 县 有 有 平均 时 间 为 20 分 ， 均 方差 为 上 分 ， 顾 窜 的 到 达 访 为 Poisecn 流 ， 
在 高 蜂 时 《从 12100 到 13145) 平均 到 达 率 为 12 人 /小 时 。 在 非 高 峰 时 ， 
平均 天 迁 率 为 6 人 /站 时 ,服务 员 中 从 11:00 到 11:30 有 一 人 要 离 去 吃 中 
名 ， 第 二 大 从 11130 到 12:00 去 吃饭 ， 第 三 人 愉 14:04 到 14530 吃 优 。 圈 
盘 店 内 有 兰 个 空位 可 供 遍 客 等 竺 理发 。 病 窜 到 来 后 ， 和 根据 前 耐 顾客 的 排 队 
情 交 ， 随 时 可 能 离 去 。 假定 还 发 员 都 在 从 着 ， 且 没 有 等 待 厦 客 时 ， 和 新郑 宅 
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离 去 的 镍 率 为 0 1 有 一 个 证 客 在 等 竺 时， 新 来 凑 客 离 兴 的 概率 为 9 9 
有 二 个 是 客 在 等 得 时 ， 新 来 顾客 离 去 的 概率 为 0.5 当 有 三 个 原 客 等 待 时 
凑 来 厄 客 因 无 空位 誉 而 只 好 离 去 。 此 外 ， 正 在 等 待 的 顾客 也 可 能 因 等 待 不 
垂 烦 而 决定 离 去 ， 设 离 去 的 概率 为 0.5。 斌 建立 该 理 活 店 的 服务 过 程 模 拟 
棋 几 。 

15， 为 求解 事件 4 的 概率 P(4) = PP， 既 构造 横 氢 模型 并 作 100 次 模 
拟 试 验 后 ， 得 模 扳 解 记 =0.5。 坛 求 以 置信 和 度 = 0.95 来 估计 该 模拟 解 的 
误差 。。 车 将 精度。 提高 到 10-*， 求 最 少 模拟 次 数 * 。 
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第 五 章 随机 库存 论 


驻 备 一 批 物品 《或 商品 ) 灸 殿 未 来 销售 或 使 用 ， 这 在 工业 生 
产 、 商 业 管 理 和 军事 作成 等 领域 中 都 是 普 遍 存 在 的 现象 . 否 出 , 出 
于 工厂 原料 或 零 备 件 的 短 人 局， 会 造成 停工 停产 ， 商店 摧 少 基 种 商 
品 要 损 朱 营业 额 医院 缺少 药品 ， 医 生 将 无 法 治 病 ， 武 器 迪 备 不 
足 将 导致 战斗 失利 等 等 。 总 之 ， 为 了 保障 各 类 系统 的 正常 运行 ， 
贮 项 一 批 作 要 的 物质 ， 不 断 补 充 库存 是 必须 考虑 的 问题 。 一 般 来 
说 ， 并 非 库存 的 物品 愈 儿 就 意 好 ， 因 为 保持 不 必要 的 过 高 库存 量 
不 仅 会 占据 大 量 的 流动 资金 , 还 要 增 吉 库存 管理 费用 。 而 且 , 由 于 
保存 物资 过 多 ， 造 成 物资 库存 时 间 正 长 也 会 使 被 保存 物资 失效 和 
变质 ， 从 而 造成 损失 。 因 此 ， 和 研究 合 悍 的 库存 量 ， 何 时 补充 库存 
以 及 补充 多 少数 量 等 为 主要 内 容 的 科学 的 存 芒 管理 和 存 贮 方针 斌 
应 运 而 生 。 通 常 ， 人 们 把 研究 有 关 存 贮 问 题 的 科学 称 为 库存 论 。 

库存 论 {又 名 存 贮 论 ) 渡 于 1915 年 ， 当 时 ，Harris 首次 建 
立 了 经 济 批量 公式 。 然 耐 ， 府 存 论 真正 作为 一 门 理论 发 展 起 来 ， 
则 是 在 本 世纪 50 年 伐 以 后 。 在 此 期 间 ，T.M.Whitin 的 《 存 贮 
管理 的 理论 ，1953 》， 玫 .TI.Arrow 的 太 在 迪生 产 的 数学 理论 ， 
19583》 以 及 A.P.Moran 的 《 存 贮 理 论 ，1959 》 等 著名 论著 相继 
出 版 ， 并 且 作 为 解决 实际 问题 的 一 门 应 用 数学 分 支 ， 随 着 库存 模 、 
型 的 日 趋 复 杂 ， 所 适用 的 数学 方法 也 另 趋 和 多样。 可 以 说 ， 目 前 库 
存 论 的 求解 方法 不 仪 包 会 了 一 些 常 见 的 数学 方法 。， 如 微 积 分 、 概 
率 统 计 、 数 值 计 算 广 法， 而 且 世 包 售 了 运筹 学 中 的 不 少 分 支 ， 如 
排队 论 、Markov 决策 规划 、 计 算 机 模拟 及 随机 线性 规划 等 。 

存 幅 理论 所 研究 的 数学 模型 一 般 分 为 两 大 类 ， 一 类 是 确定 性 
模型 ， 这 类 各 型 不 包含 随机 因素 ， 因 而 问题 比较 简单 ， 另 一 类 是 
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带 有 随机 因素 的 存 贮 模型 ， 这 类 模 挤 在 二 次 大 战 后 才 受 到 人 们 电 
视 并 得 到 深入 的 研究 。 本 章 主 要 介绍 后 一 类 模型 的 基本 数学 理论 
己方 法， 鼓 又 称谓 机 库存 论 ， 


$5.1 库存 问题 的 基本 要 素 


本 节 介 绍 库 存 论 的 一 些 基 本 概念 。 并 通过 一 个 确定 性 库存 问 
是 的 求解 来 加 深 对 这 些 基 本 概念 的 理解 。 


(一 ， 库 存 问题 的 基本 要素 


一 般 的 库存 癌 题 通常 包 售 如 下 五 个 基本 到 素 。 

i. 需求 

需求 是 库存 系统 的 输出 ， 需 求 量 可 以 通过 供销 渠道 闭 得 ， 它 
可 以 是 随机 变量 ， 如 市 场 每 天 对 某 种 商品 的 销 祝 量 ， 也 训 以 是 确 
定 福 的 量 ， 如 自动 生产 线 上 每 个 班组 对 某 种 党 件 的 需求 重 。 

2. 补充 “订货 或 生产 ) 

货物 的 补充 是 库存 系统 的 输入 。 军 存 物 品 的 补充 可 以 由 工厂 
生产 获得 ， 也 可 以 通过 订货 得 到 。 从 订货 到 物品 进入 库存 ， 通 常 
需要 一 段 时 间 ， 人们 将 这 段 时 间 称 为 谨 后 时 间 。 了 由 于 滞后 时 间 的 
在 在 ， 管 理 者 为 了 能 在 某 一 时 刻 及 时 补充 库存 物品 ， 就 必须 据 前 
订货 ， 记 提前 的 这 段 时 间 称 为 提前 时 间 。 淮 后 时 间 可 以 是 随机 变 
其 ， 也 可 以 是 确定 性 的 常量 

3， 存 锭 第 咯 

库存 论 轰 研究 的 基本 问题 是 物品 何 时 补充 肥 补 充 多 少数 量 。 
性 何 一 个 满足 上 述 要 求 的 方案 称 为 一 个 存 贮 策 赂 ， 显 然 存 贮 策 路 
依 需 于 当时 前 库存 量 ， 为 了 了 解 上 库存 量 ， 就 要 对 库存 进行 检 查 。 
检查 和 的 办 法 一 般 有 两 种 ， 一 种 是 连续 性 净 点 。 基 在 仔 一 时 刻 t 检 
查 宕 存 景 了 (1 ); 另 -~ 种 是 局 期 性 盘点 ， 即 在 时 刻 交 (kk 二 0， 
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1，2，…} 检查 库存 量 了 人 (站 ， 其 中 个 是 一 个 常量 称 为 检 
查 周 期 。 这 两 种 检查 办 法 产生 的 存 贮 策略 常常 采用 (s，5) 筑 
- 烙 ，5 加 订货 点 ，S 叫 库存 水 平 。 在 连续 性 援 点 中 ， 一 匡 发 现 库 
存 基 降 到 (1) 一 s 就 立即 订货 ， 其 订货 量 Q 一 $5$ 一 + (即将 库 
存量 补充 到 S$S)， 因此， 由 3 可 以 确定 定 代 时间， 并 由 已 确 定 定 
货 量 ， 向 样 在 周期 性 盘点 中 , 车 在 某 -一 时 刻 如 的 库存 量 了 CT) 扫 
s， 即 应 立刻 订货 ， 其 订货 量 马 一 S 一 了 (8 了 )。 

4， 费 用 

任何 物品 的 存 贮 都 要 支 册 一 定 费 用 ， 这 些 融 用 包括 ， 

a 订货 费 ， 它 包 信 两 部 分 ， 一 部 分 是 订购 一 次 货 畅 所 需 的 
订购 费 到 (如 手续 费 、 派 出 人 员 出 差 费 等 ， 它 是 仅 与 订货 次 数 有 
关 的 一 种 固定 费用 )， 二 是 货物 的 成 本 吉 Cx， 其 中 忆 为 货物 的 单 
价 ，** 为 条 货 数量 , (成 本 费 是 与 订货 数量 有 关 的 可 变 费 用 ) ,通常 
-把 订货 总 费用 天 为 

KiCx x 
CT 一 
0, x=0 

b 保管 费 。 它 包括 货物 的 库存 费 和 货物 的 损坏 变质 支出 等 
费用 . 

2 ， 缺 货 费 。 由 于 供不应求 造成 缺 货 而 带 来 的 损失 费用 ， 如 
停工 停产 造成 的 损失 和 和 罚款 等 ， 

5， 自 标 函 数 

为 了 区 分 存 贮 策略 的 好 坏 ， 必 须 建立 一 个 衡量 标准 ， 这 个 标 
准 称 汶 目标 函数 ， 通 常 把 月 标 男 数 到 为 该 策略 前 平均 费用 或 平均 
利润 ， 平 均 费 用 最 小 或 平 殉 利润 最 大 的 存 贮 策略 称 为 景 优 存 赔 策 
路 。 为 使 读者 对 库 在 论 的 基本 概念 有 较 好 的 理解 ， 以 下 我 们 洁 介 
绍 一 个 确定 性 库存 横 型 。 
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(二 ) 一 个 确定 性 库存 模型 


该 模型 要 求 满足 如 下 假设 条 件 ， 

1， 库 存 系统 运行 时 间 是 无 限 竟 并 可 进行 局 期 性 盘点 。 

2， 需 求 是 连续 的 、 均 名 的 ， 需 求 率 DD 〈 单 位 时 间 的 需求 通 > 
为 常数 。 

3， 从 订货 到 交 贷 时 间 很 短 ， 可 视 为 了。 

4， 人 允许 乌 货 ， 并 设 在 单位 时 间 内 单位 饼 货 损失 费 为 =， 对 于 
未 能 满足 需求 的 缺 货 ， 可 在 下 批 货 物 到 达 时 予以 补足 ， 当 补足 的 
货物 到 达 时 无 需 经 过 库存 ， 可 直接 输出 。 

5 采用 (#，S) 策略 。 并 变 ! 一 0 时 库存 水 平 T(01 
为 S。 

6、 沉 用 为 订货 寓 、 保 管 费 、 缺 货 费 三 项 之 和 ， 朋 假设 订货 
费 不 变 ， 单 位 货物 库存 费 不 变 。 

7. 目标 嚼 数 为 单位 时 间 的 平均 费用 。 

这 种 模型 称 为 允许 矶 货 的 确定 性 模型 。 以 下 来 寻求 使 单位 时 
间 的 平均 费用 为 景 少 的 (3 ，S) 策略 。 

记 (8) 为 时 刻 8 的 库存 水 平 。 

设 订 货 辕 期 为 上 上， 则 在 一 个 周期 中 库存 最 由 3 变 到 0 所 需 的 
时 间 长 度 为 (如 图 5-1)。 


图 5-1 


漆 在 9 十 之 + 间 无 订货 ， 故 对 足 贸 小 的 0 有 
了 (十 < 的 一 了 (8 一 已 LA8 
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如 
T(t8)=—D O&O 
又 由 假设 TIC(0)=S， 族 
了 (8 一 3 一 已 9 0<s 间 < 
在 一 个 周期 结束 时 库存 量 降 为 *， 即 1(1)= s， 因 而 
HHH=5—s=0, 
注意 到 在 9 过 8 之 1 这 段 时 间 中 库存 量 有 时 为 正 , 有 了 时 为 负 ， 
其 中 负 值 天 示 册 货 量 。 若 以 1 表示 该 系统 在 一 个 周期 内 库存 水 平 
下 降 到 09 时 的 对 应 时 刻 ， 则 在 一 个 周期 中 的 平均 库存 重 为 


-和 全 站 (S— Ddg 
-Ts 

在 一 个 周期 中 的 平均 扇 沉 量 为 
-一 上 (3S 一 Dg) dg = 一 于 -| Set —t) 


-en | 


单位 时 间 内 的 总 平均 费用 由 下 列 三 部 份 组 成 ， 

a ”因为 在 一 个 局 期 中 只 有 一 次 订货 , 订货 量 为 R= 3 一， 
故 每 个 周期 订货 费用 为 天 十 CQ， 因 而 单位 时 间 的 平均 订货 费 为 
K+CQ 

} La 

b 设 单 件 货物 保管 费 为 hh， 则 单位 时 间 的 平均 保管 费 为 


si [IC0)d0= bs,— oa ] 
e 单位 时 间 的 平均 缺 贷 损失 费 为 
Of _ _D 2 
-了 SG -人 有] 
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故 单位 时 间 的 平均 总 费用 为 


+ Es Dn] -s(t -i 


Dry | 
2 [| 1 | 


因为 
SeQ+s= Di 
QO=Di 
整理 上 式 ， 消 去 1，1! 得 到 目标 函数 
_ED aS TO— SY 
FlQ, SS)= +CD+ 0 + 30 


求 工 式 在 忆 六 6，5 六 0 条 忻 下 的 补水 值 。 由 极 信 必 玫 条 件 
BF ED ho” 证 .3 
OO 0r1 ss [ ]-。 


aF hs 开 加 
-十 百 (HQ)= 0 


得 
| TIO (r+ hm=2KkD 
{T+ hISeAW 
解 出 驻 点 
来 2K Dn 让 
0 V h (+ 过) 
ax ， /IKD —z 
3 一 元 十 方 昌 = hh rh) 
湾 因 
oF ror oF /for Yi 
oF > (5 ) J | or, 


故 Q"，S* 为 报 小 值 点 。 再 由 
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加 
故 最 优 存 贮 策略 为 


Sf/ Fs “ Y nen hy 

如 果 让 上 述 甬 货 模型 中 的 单位 缺 货 损 失 费 5 一 co， 则 模型 变 
为 不 允许 峡 贷 的 模型 ， 其 相应 的 存 季 策 略 由 上 述 最 优 在 贮 策略 立 
即 可 得 


Q'=5"= /EL. EE 于 (5.13 


这 就 是 库存 论 中 著名 的 经 济 订购 拍 节 公式 E.O.Q. (Econo- 
mic Ordering Quantity). 

恒 5.] 恋人 菜单 位 自动 装配 线 每 年 需要 基 型 导电 子 管 48x 
10 个 ， 上 生产 电子 管 的 工厂 生产 每 个 电子 管 成 本 费 为 5 元 ， 每 开 
工 一 次 的 准备 费用 为 10* 元 ， 估 计 每 年 电子 管 的 保管 费 为 成 本 费 
的 25 锡 ， 若 多 许 缺 货 月 每 缺 一 个 电子 管 年 损 和 所 1 元 ， 问 每 次 生 
产 的 批量 应 多 大 ?每 年 开工 几 次 生产 电子 管 才 能 使 平均 费用 最 小 ? 

扎 ”需求 率 

让 = 二 48Xx10*( 个 /年 ) 


总 费用 包括 ， 
订购 费 ( 同 定 费 用 》 久 = 二 10*[ 元 ) 
电子 管 单价 C= 5 (元 /个 ) 
单 件 电子 特 保 管 费 且 =0.25X 5 =1.25( 元 /个 .年 ) 
单 件 电子 管 缺 华 损 失 费 严 一 1 元 /个 :年 ) 
代入 最 优 存 贮 策 赂 可 得 
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= 3xKD ~ /2 X10 BIO /3X 107 


nT+h) 1.25X2.25 2.8125 
mr 18475(C 个 】 
~ 2D 2 x10 x48x10x1.25 
F(T) 2.25 
A220x10 
/2 a 一 23094( 个 ) 
每 次 生产 批量 
QS*—s*—19475 二 + 23094 一 41560( 个 ) 
每 年 开工 次 数 为 
D 43X 104 


若 电 子 管 不 允许 缺 货 ， 则 


,_ /ZED 
Q"=y ED rr18( 个 ) 
每 年 开工 次 数 
让 =17() 


一 般 来 说 在 实际 库存 问题 中 ， 参 效 往 往 不 是 国定 的 常数 ， 例 
如 某 种 商品 的 需求 量 、 日 销售 量 以 及 办 后 时 间 等 等 都 可 能 不 是 一 
个 常量 ,如果 通过 历史 资料 的 统计 可 以 看 出 它 满足 某 种 分 布 开 律 ， 
则 可 以 如 随机 变量 来 描述 这 种 参数 ， 从 而 构成 随机 岸 存 模型 。 考 
虑 到 一 般 的 戎 机 岸 存 系统 由 于 实际 背景 不 同 ， 因 丽 系 统 的 构成 妥 
素 和 组 成 是 多 种 多 样 的 , 从 而 使 对 应 的 随机 库存 模 悍 也 于 变 万 化 。 
限于 篇 幅 ， 本 章 以 下 仅 介 绍 其 中 的 几 个 基本 模型 。 此 外 。 为 了 探 
讨 随 机 库存 系统 的 求解 方法 , 本 童 除 给 出 了 通常 的 微 积分 方法 外 ， 
还 介绍 了 随机 库存 系统 的 马 氏 决策 规划 方法 、 排 队 论 方法 以 及 计 
算 机 模 氢 方法。 以 开阔 读者 的 眼界 ， 加 强 综合 方法 的 训练 。 
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85.2 单 周期 随机 库存 模型 


单 局 期 岸 存 模型 又 称 单 订货 模型 。 模型 假定 阅 期 末 库 存货 物 
对 下 一 个 局 期 没有 任何 价值 。 这 个 问题 还 称 为 报 童 问题 ， 因 为 报 
童 手中 令 天 的 报纸 车 卖 不 完 ， 明 天 就 没有 用 了 。 该 模型 研究 的 是 
仅 有 一 次 机 会 存 贮 起 来 以 供需 求 的 产品 ， 便 如 海产 、 山 货 、 时 装 、 
生 鲜 食品 和 报纸 等 短 寿 产品 。 换 知 括 说 ， 由 于 产品 的 特殊 性 质 或 
需求 的 特殊 情况 ， 以 致 产品 不 能 存 肤 的 一 类 问题 . 


‘一 ) 模型 的 基本 假设 


本 模型 基本 假设 如 下 ， 

1， 在 整个 适 求 期 内 只 订购 一 次 货物 ， 订 购 基 为 台 ， 订 购 赛 
和 初始 库存 量 均 为 0， 每 单位 产品 的 购 价 〔 成 本 ) 为 一 ， 

?2， 需 求 量 元 为 一 连续 型 随机 变量 ， 其 概率 密度 为 72x)。 当 
货物 储 由 对 ， 每 单位 产品 的 叔 纷 为 U. 

3. 希 求 期 结束 时 ， 没有 卖 出 的 货物 不 存 贮 而 折价 卖 出 : 单位 
汤 价 为 挛 ( 瑚 <L7)。 

试 求 订购 量 口 ， 以 使 期 望 利润 为 最 大 。 


(二 ) 模型 的 求解 
在 直 决 上 述 问题 时 ， 首 先 注意 到 , 当 需 求 莉 生 二 x 为 确定 时 ， 
其 痪 出 货物 数 取 关于 需求 量 * 和 订购 量 和 @， 即 


x*，。 若 世人 @ 
各 由 代 曙 数 一 | 

Q， 若 * 祈 Q 
故此 时 利润 下 同样 是 乌 和 % 的 罚 数 ， 并 有 
Ux+ 广 (中 一 %*) 一 CQ， 车 xX 所 人 Q 
UOQO—CQ ， 车 * 访 QQ 
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FQ, | 


但 实际 上 式 为 随机 变量 ， 故 对 于 给 定 的 妇 ， 其 期 望 利润 为 
ECFCQON= {CUx+V (CQ—#) -CQ Cx ds 
+ 位 Ce-cey F(x)dx 
= {oUF + (x)ds 
+ | OUQF( dCQ 


(UCQ— UV) Qf rd 
为 求 最 优 订购 量 口 ， 对 上 式 求 关于 的 一 次 和 二 次 导数 ， 并 由 
dEEFCQN _ _ 9 全 
dd CU—C)—(U V) {fCx)dx 0 
可 得 . 
Q _ UvU-C 
人 f(x)dx= -Fy {5.2) 
LESEIQD UV) (0) < 


尹 合 上 述 二 式 ， 表 明 满足 “(5.2) 式 的 驴 具 有 最 大 的 期 望 利 洞 。 

例 5.2 设 某 高 品 在 销售 旺季 ， 其 需求 量 服从 在 [10，15( 音 
位 :公斤 ) 中 的 均匀 分 布 律 ， 商 品 的 进货 价格 为 每 公斤 12.5 元 ， 
尔 价 为 每 公斤 15 元 ， 若 三 季 结 束 时 ， 效 铝 仍 有 剩余 ， 则 以 每 全 
斤 11. 25 元 处 理 掉 。 若 不 计 缺 货 损 失 ， 订购 费用 亦 钨 略 不 计 ， 诚 
求 订购 数 Q@， 以 使 期 望 利润 为 最 大 。 

解 ” 由 上 述 推 导 知 ， 使 期 望 利润 为 最 天 的 Q@， 应 满足 (5.2) 
或 ， 即 有 


Q 1 ， 15~12.5 
fs E11.25 


由 此 可 解 得 该 问题 的 最 优 订 购 量 一 13- 寺 ~kg。 
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$5.3 多 周期 随机 库存 模型 


多 周期 产 存 模型 是 考虑 了 时 间 因 素 的 一 种 随机 动态 存 信 模 
型 ， 它 与 单 周期 库存 模型 的 不 同 之 处 在 于 每 个 周期 的 期 末 庄 存货 
物 对 于 下 一 周期 仍然 可 用 。 对 于 这 样 的 库存 系统 ， 其 库存 货物 的 
检测 方式 有 两 种 ， 连 续 性 盘点 与 周期 性 指点 ， 而 订购 策略 常 条 用 
{s，S5S) 策略 。 例 吉 在 连续 性 盘点 过 程 中 ， 一 量 发 现 库 存 其 下 
路 到 s (再 订购 点 ) 时 ， 即 提出 订货 要 求 ， 要 求 订购 QQ= S$ 一 s 
的 货 狗 。 而 从 发 出 订货 要 求 到 所 订购 的 补充 货物 全 部 进入 库存 通 
党 需要 一 段 滞后 时 间 了 ， 工 一 般 是 确定 性 常数 或 随和 机 变量 。 此 外 ， 
在 沾 后 时 间 间 陋 (又 称 注 后 期 内， 由 于 外 界 奶 有 需求 ， 因 而 岩 
存量 将 继续 下 降 ， 黄 至 可 能 发 生 缺 货 。 对 于 发 生 缺 货 的 情形 ， 一 
般 飞 有 了 两 种 常见 的 处 理 方式 可 供 挑 于 ( 1 ) 当 存 货 此 完 后 , 把 未 
能 满 是 的 需求 积累 起 来 ， 作 为 献 货 登 记 ， 待 到 贷 后 再 变 学 ， 它 称 
为 “ 鳞 货 预 押 处 理 方式 ?5 (2 ) 对 于 注 后 期 内 的 缺 货 , 不 予 保 会 ， 
它 称 为 “ 缺 货 不 供应 处 理 方式 ?。 到 大 介绍 其 中 的 二 类 模型 


{一 ) 模型 I 


1， 模 型 的 基本 假设 汰 

《1) 周期 性 盘点 ， 采 用 (s，S) 策略 ， 每 次 订购 费 为 外， 
每 单位 产品 的 购 价 为 C。 订 购 的 江 物 可 立即 进货 〈 即 滞后 时 间 
为 零 ). 

' 2) 在 每 个 周期 内 的 需求 量 节 为 离散 型 随机 恋 景 , 其 性 率 分 


布 列 为 已 (下 = 了) 一 5 1 二 0，1，2.…。 单 件 货 物 的 保管 
费 汶 上， 


i 3 ) 在 每 个 周期 内 ， 落 发 生 缺 货 ， 采 用 缺 货 东 秩 应 处 理 方 
式 ， 但 需 注意 其 缺 货 的 损失 ， 单 件 缺 货 损 失 避 为。 故 启 耗费 的 
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总 费用 应 了 包括 订货 费 、 存 峻 保管 费 和 册 货 损失 次 三 项 ， 

试 求 在 每 个 周期 内 使 期 望 总 费用 达到 景 小 的 订购 策略 〔s， 
SG)。 

2， 模 型 的 求解 

设 订 货 量 为 了 ， 刚 订货 费用 为 
K+CZ, 2>0 


0,， Z=0 
其 中 下 为 订购 费用 ， 人 为 货物 单价 

又 设 订 贷 量 与 原 有 库存 量 之 和 为 》， 单 件 避 管 费用 为 hh， 则 
电 于 需求 量 匹 是 随机 变量 ， 因 而 保管 费用 也 是 随机 变量 。 设 保管 
费用 为 互 (3 。 半 2)， 峙 


cen)-| 


0 ”> 


站 (3 一下)。 XA 


保管 费用 的 期 望 值 ， 


EHCY, X= PD) h(i)p 


i 三 由 
缺 货 损失 费用 也 是 个 芷 机 变量 ， 它 等 于 
F(X XY 


五 人 3， -| 
0 : 


它 的 期 望 值 


EP(y, X= DY) x(i~y)p 


让 二 
其 中 性 基 单 件 缺 货 损失 费 。 
记 
LyY=EH(y, XY)T+EP(y, XY) 


Lr 


Be 
= DD hIDPt 2 (Ui)p 


下 = 
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评 


考虑 采用 ，(f，4)》 策略 ， 于 是 当初 始 库 存量 为 计时， 
加 用 函数 为 
1 了 ， 当 和 一 工时 
gyY:i)=, 
| KTC 一 让 十 工作) 当时 


使 8 (31i) 达到 极 小 值 的 y 合 是 最 优 库 存 水 平 。 


fii)= min 9(3171) 
yi 
grili) 
-mm| 
min gty|Ii) 
yi 


LCF) 
=min 
KE—Cit+ min [Cy+ L(y)) 
yi 


先 来 求 最 优 存 贮 策略 中 的 库存 水 平 S， 我 们 可 设 上 式 中 的 最 小 值 
不 等 于 工人 )， 和 否则 加 2 一， 就 不 需 楼 订货 ， 于 是 问题 变 为 求 
使 Cy+ L(Y) 达到 裤 小 。 
我 们 先 证 明 (Cy 十 上 (3》)) 为 是 函数 。Cy 为 线 狂 函数 显然 

是 凸 函数 ， 又 

+1 eo 
LVFTII—LED= PD ROYTI~ PT 2 rei 

] = 


i 上 二 亚 


+ 
一 ?一 1) 和 一 站 (一 了 让 


Er 


一 >》 zi )p 


i=H+1 
= 
一 上 >》 pi— >» br 
ff i=+1 
(hr) 了 tr- (5.3) 
f= 
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同 理 
yy-1 
EL) 一 工 (> 一 1) 一 (天 十) Y p—u 
i ut 
故 
L{y+t+1)— L(yL(y)})— L(y 1) 
或 有 
py ye (y+ D+LCY~1) 


所 以 ，LCY ) 也 为 串通 数 。 因 为 两 个 古 函 数 之 和 仍 为 是 函数 , 让 
Cy 十 上 L(y》 为 是 函数 ， 并 应 存在 一 个 全 局 的 极 小 值 、 
设 了 = 5S 是 (Cy 二 L(Y)) 的 要 小 值 点 ， 即 


mintCy+ LOY)I=CS+ LC(S) 
y 


删 亿 有 
C{S+1)+L(S+1)PCS+L(S) 
妈 
L(S+iD0~LtS)~—O 
以 《5.3) 式 代 入 上 式 有 


y 
(Hi) 2》 pr-C 


i 
或 有 


二 <- 


六 近 于 (5.4) 


[| 
因而 库存 水 平 5 应 取 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 正 整 数 ， 

再 来 求 订货 点 s 。 由 于 在 (s，S) 的 策略 意义 下 ， 当 初始 
库存 量 1 = s 时 ， 由 假设 应 不 订货 ， 因 此 ，》 二 s 时 的 总 费 玉 
(此 时 订货 量 为 8 ) 为 工 (s )。 它 应 小 于 2 = S( 此 时 订货 量 为 

S 一 s) 的 总 费用 天 二 CS 一 s)+ZLIS) 骨 
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下 (STR 民 十 人 (SS 一 8S) 十 了 19) [5.5 
另 一 方面 ， 当 初 雄 库存 居 小 和 了 时 应 订货 ， 故 当 55.51 条 的 
5 成 为 一 工时， 不 等 号 应 反 号 . 因此 ,最 储 订 货 点 :是 全 
{5.5) 成 立 的 最 小 正 整 数 ， 
上 述 最 优 存 贮 策略 〈s，35) 的 求法 可 归纳 如 下 | 
12》 由 565.4? 求 库存 水 平 3 .对 于 通常 的 离散 型 随和 机 变量 苑 ， 


而 
>， 锯 可 以 通过 查 表 得 到 。 
=o 
{2) 由 (5.5) 求 订货 点 3， 或 者 者 成 (5.5) 的 等 件 形 式 
Lis}+CsEKi+CS+L(S) {8.67 
求 s、. 
例 5.3 说 某 工厂 利用 闻 料 作 原 料 制 成 产品 出 售 。 已 知 对 了 味 
料 的 需求 量 闷 为 随机 变量 ， 其 分 布 列 为 户 一 已 ( 媚 一 了) 一 下 
i 二 0，1， 3: 3， 4 《 箱 ) 又 已 知 缺 货 费 二 = 一 10( 元 / 乱 ). 
塑料 单价 CC = 二 0.1《 元 / 箱 ), 塑料 单 件 保 管 费 有 = 5 {元 / 箱 ), 塑料 
订货 订购 费 扩 = 4 元。 试 求 使 平均 费用 为 最 小 的 最 优 存 贮 策略 


{ss, SS}. 
解 ” 由 于 


故 满足 立 寺 二 >0.66 的 最 小 痢 数 S = 3 ( 箱 )。 又 


hl 2) My 


(i—»), 


. 上 ， 1 人 
Lory 


t ，- 


Un 1 2 3 
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TFS=3, KK=4, C=0.1 hh=5. 7 一 10 (5.6) 式 者 
端 有 
6] 
KiCS+L(CS)= 4t01x3+ >》 (3—1)+2(4—3) 
一 站 
一 12.3 
同样 可 计算 出 了 (27 一 9，(1l)= 一 13， 于 是 在 


L201x 2=90.2<12.8 
工人 人 1) 十 9.1X 1 =13.1>12.3 


因此 ，s = 一 2 是 使 (5.6) 成 立 的 最 小 整数 。 破 最 优 存 迪 策 略 为 
《2，3)。 

模型 1 是 在 局 期 性 盘点 ， 订 货 后 可 立即 进货 的 情况 下 来 讨论 
的 ， 以 下 介绍 的 模型 I 和 模型 下风 是 在 连续 性 盘点 时 ， 从 发 出 订 
货 单 到 补充 货物 进入 库存 之 间 需 要 一 级 时 阳 工 ， 而 工分 别 为 确定 
量 和 随机 变量 这 两 种 情况 下 来 讨论 的 。 


(二 》 模型 下 


1]， 模 型 的 基本 假设 为 

《1) 连 针 性 盘点 ， 采 用 《〈s ，3S) 策略， 每 次 订购 费 为 乓 ， 
每 单位 产品 的 购 价 为 C， 单 性 货物 的 存 迪 保管 寓 为 有 

(2) 在 人 时 吴 内 《通常 取 一 年 ) 短 求 量 了 为 随机 变量 , 期 望 
需求 量 玉 CX 为 已 向。 

《3 》 滞后 时 间 工 为 确定 性 常数 ， 但 带 后 期 的 需求 量 拉 为 
随机 变量 ， 概 率 分 布 列 已 (人 sz 一 1 一 让 一 0，1，2，…) 
已 知 ， 并 设 4zc QQ 一 3 一 3- 《否则 即使 补充 货物 到 达 后 ， 也 不 
能 使 库存 水 平 达 到 S， 从 而 造成 系统 不 断 脱销 。) 

《47 在 滞后 期 内 车 发 生 缺 货 ， 则 采用 缺 货 不 供应 处 理 方式 ， 
但 需 计 算 缺 货 损 失 ， 设 单 件 缺 货 狐 拓 费 为 二 . 故 记 耗 总 费用 包括 ， 
订货 费 ， 存 姓 保 管 费 和 缺 货 损 失 费 三 项 . 
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试 求 在 一 时段 〈 通 常 取 一 年 ) 内 期 望 总 费用 为 最 小 时 的 订购 
策略 【ss，3)。 

2， 模 型 求解 

上 由于 在 了 人 时段 肉 的 期 望 总 需求 量 为 吾 ( 和 三 )， 而 等 订购 一 次 由 
于 采用 (s, SS》 策 略 ， 订 购 量 为 0 = 3 一 =, 故 了 时 段 内 的 期 望 
局 期 数 为 三 (TD)7Q，7 了 时段 内 的 期 望 订 购 费用 为 多. 本 (XDA 

若 忆 E(B》 表示 每 个 周期 内 的 期 望 航 货 数 ， 则 了 时 段 内 的 
期 望 评 货 报 失 费用 为 


= .BC 

至 于 存 贮 费 用 ， 则 可 通过 在 一 个 周期 内 漠 后 期 间 的 平均 在 贮 
是 二 及 非 滞 后 期 间 的 平均 存 凤 量 Ts 的 计算 来 解决 。 由 于 每 个 亲 
期 的 订货 量 为 驴 ， 而 汪 后 期 的 期 望 需求 量 为 已 (mm， 所 以 滞后 
期 占 难 个 周期 的 期 望 到 分 比 为 (XD/Q， 施 TT 时 段 内 的 期 望 存 
把 费用 为 


[志和 和 2 全 到 五 GD) +( 1 一 二 全 )EGm] 


Te 


Te 


图 ”5-2 


以 下 来 推 导 巨 (Ti 及 五 (Fw) 的 表达 式 。 首 先 注 意 到 在 每 个 周期 
中 , 其 滞后 期 的 所 始 库存 量 为 s ,而 滞后 期 终止 时 的 库存 量 则 取决 
于 讲 后 期 内 的 错 求 奴 zx。 由 轿 5-2 得 知 ， 当 上 <s 时 滞后 期 
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内 的 存 幅 数 可 用 梯形 售 积 CDEF 表 示 ， 即 等 于 -二 四 


到 凡 当天 so> 5s， 即 发 生 缺 贷 时 ， 清 后 期 内 的 存 贮 数 等 于 
24BG 面积 ， 但 为 简化 计算 ， 用 LL4B 瑟 面积 来 代 款 《这 等 
于 很 设 在 订货 到 达 前 的 瞬间 才 发 生 赔 销 ) 。 于 是 ， 沸 后 期 内 的 平 
均 存 贮 量 为 


| fests —X)) Xs 
Tid 
地 ‘>: 
从 再 有 滞后 期 间 的 期 望 平均 存 镶 量 为 
ET)= 2 Cs +t(s— 1pt 2) 2p 
1 三 0 i =§+ 1 
一 [ 十 2 Cs— oa (5.7) 


现在 考虑 在 一 个 存 贮 周 期 内 的 非 滞后 期 部 分 。 由 于 沾 后 期 间 的 其 
望 需求 为 互 (Ko= 了》 ipr， 教 由 图 5-2 知 非 灌 后 期 的 初 


F = 用 
冶 库 存量 为 十 马 一 巨 (0， 终 了 库存 量 为 *， 于 是 同 理 可 得 
非 滞后 期 的 期 望 平 均 存 贮 量 妃 {Tw) 为 


EC -Cs 十 名 一 百 ( 富 十 3 


一 一 53s 十 QQ 一 已 (Xa] 《5 .8 


综合 (5.7) 与 (5.8) 式 林 得 一 半期 内 的 期 望 存 贮 量 巨 位》 为 


E(I)= 下 EC(D+(1 -EH )E() 
-| :+ 了》 i 
i 0 
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+ (1 -£2) [2s QO—E(XDNI=s+ -全 


~ EC(X)— 达 反 所 2 (Cs 一 1) 和 


T 时 眉 内 所 耗 的 期 望 总 费用 为 期 望 订货 费 、 期 望 存 贮 章 与 期 组 后 
货 报 失 吉 之 和 ， 即 有 
En) EA 5 .ER. Dp 


+ 让， + EX) -全 2 (5s— oo 


= 


= Ere + EX | 


+{ E+ 5 (i sp 


三 


~ KECX) QO _ 
本 十 下 | s 十- ECXo | 
+4 人 (i~—s)p (5.9) 


其 中 


1 re. ， 
一 7 CA ECXD -Fa2r ECR) 


仿照 模 独 ] 的 方法 同 理 可 证 玉 (rw (8)) 关于 = 为 隔 函 数 ， 从 而 
窒 在 一 个 全 局 的 极 小 慎 ， 不 妨 仍 设 为 s， 则 该 s 必须 满足 
ECN (CQ, sOIEECrr(Q, s~1)) (5.10) 
Fix{(Q, seECA (RQ, s+1)) (5.11) 
以 (5.9) 式 代 入 {5,10) 经 化 简 可 得 


1 


> 疡 ;< 1 一 -下 1 2 
r= 


EU) ar ECXY ‘S12 


| 


* 337 ， 


以 (5.9) 式 代 入 (5.11)， 经 化 简 可 得 


下 2QA 
2 Pz1l™ .4 T 一 hECOXL) A+R EC 


i=0 


(5.19) 
设 
hn 2Qh 
ROOT1T 1 EO) Ha ERY S14) 
则 综合 《5.12) 和 (5.13) 式 有 
过 一 Ey 
> p<RCOE 》 户 15.15》 


一 全 让 站 
显然 ， 对 于 给 定 的 中， 最 优 信 s* 是 使 累积 概率 超过 交界 值 情 CQ 
的 最 小 值 。 对 于 马 的 最 优 值 之 必要 条 件 ， 则 可 由 期 圭 费 用 
[不 {Q，s 站 对 @ 的 求 巡 并 使 其 等 于 零 求 得 


+__ |2K. ECR) 2 E (CX) 
9 -| EXD+ 于 计生 


oo lr 上 
2 (sp (5.16) 


下 面 给 出 一 种 可 以 同时 求解 最 优 值 Q* 与 s* 的 简易 算 续 ， 该 算法 
的 步 英 如 下 ; 
(1) 计算 请 后 期 间 的 期 望 需 求 量 互 (二 岂 ， 找 出 汪 后 期 间 的 
最 大 需求 量 Dre 取 8 千 56，F(X)©GECXD， 并 计算 Q 一 
/本 EC 
(2) 由 所 得 之 已 按 《5.147 式 计算 五 ， 再 按 (5.15) 式 求 
出 下 对 应 的 Si 
{3) 苇 s=3， 则 终 十 计算， 打印 并 输出 s 得， 否 册 取 
#81 并 按 {5.16) 式 计 算 巴 。 再 转 入 步 陷 (27)。 
至 于 上 述 算法 的 正确 性 。 留 作 习 题 由 读者 自行 论证 。 
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例 5.4 设 一 性 货物 的 订购 费用 是 20 元 , 人 每 局 保管 费 为 1 元 ， 
每 往 读 党 损 尖 为 5 元 ， 混 后 时 间 为 ] 局 《确定 常数 )， 每 周 需 求 
量 的 概率 分 布 见 宕 5-1 


蜜 5~1 

! F 

i PKL= i)=p | 累积 概 吕 省 
1i=0 

Wm 站 .30 0.30 
i1 0 .25 0. 55 
12 看 .人 ,75 
1% 临 .上 5 全 .人 0 
i4 0 | 1 .0 


一 一 一 一 一 -一 一 -一 -一 -一 
试 求 最 优 订购 策略 〈《*，S)。 
解 ”由 上 述 算 法 步 又 郑 有 


a 
(1) EC)= 2 ip=11,5，D.=14， 歼 取 s 一 14， 


i=10 


及 (六 ?=(XL) =11.5， 并 计算 


Q=/ S32 45 
2 x21.45x 1 _ 
《2 1 Rol TXIl SH Sx Xiis O861 
#1—1 
由 pr 0.661< 》l pp， 可 解 得 5 一 12。 
=i1o 于 一 工作 


(3 ) 了 因为 si=13 近 E， 胡 本 新 的 s 为 12， 
并 上 册 此 按 (5.16) 式 证 算 新 的 忆 ， 
怠 一 
/2 x11.5X20 | +( 
1 


2X% > X12. 6) x0.184 2 x0.10) 


11.5 十 一 
一 22.45 
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(4) 对 (3) 讨 算 所 得 981 一 22.45， 按 (5.14) 式 求 新 的 
各， 可 得 
2 x 22.45x 1 


R17TxIlS+H2 x 5 X15 0645 


31 一 


《5 由 5 Pr 0.645< | Pn 可 解 得 s, 一 13 


i=10 fF 
(8) 由 于 # ms, 一 12， 程 序 终 止 ， 并 得 到 最 优 解 s* 一 12” 


心 * 一 22.45。 故 
3 二 局 一 34.46 


结论 : 最 优 订购 策略 为 〔12， 84.45)。 

3， 需 求 为 连续 性 时 

在 前 述 寞 型 了 的 基本 假设 中 ， 若 将 离 若 性 需求 改 为 连续 性 需 

， 并 设 活 后 期 间 的 需求 允 为 连续 型 随机 变量 ， 其 窗 度 函数 
f {XL) 为 已 知 ， 英 余 假 设 保持 不 变 下面 来 讨论 在 期 望 半月 最 
小 时 的 订购 策 路 的 求解 . 

容易 得 到 ， 洲 后 期 间 的 期望 需求 量 忆 (Xi) 和 期 望 存 贮 志 
《1) 分 别 为 

EX |™ Xf KDAX, 


ED= s+ -EX)+ EA (Xs) 


-f(A dX 
了 期 间 的 期望 谈 贷 数 为 


ELX). EXI)f® 
E(B)-ES fo s ) f (XdX, 


数 期 望 费用 有 


EcatQ, sh + [s+ EX) ] 
rh: ECXL) 元 "EX) 
+ ] 


" [~ 3 ) XdX, 
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由 -经 CE 人 一 0 可 解 得 
so KE- ECAX) 27- ECX) 
人 一; +f E(XN+ ] 
个 (Xi sf (XAXl (5.17) 
由 -0 $ }1 一 6 可 解 得 


站 EA ED (~ fF CX dE 


29 

fCXOaXm 1 一，7CXDd Xe 代入 上 式 可 得 
全 了 【一 ] 一 - 2Q8 | A 
° " -EX -27+:FiY) = 2% 


C5.18) 
算法 的 迁 代 求解 过 程 和 需求 为 离散 时 的 算法 步 又 有 两 点 不 同 ， 首 
先是 将 方程 换 为 方程 〈《5.17) 与 (5.18)， 其 次 是 将 第 三 步 作 下 
汪 履 改 ; 当 新 的 试 算 值 接近 前 一 个 计算 值 时 ， 便 停止 计算 。 
讽 5.5 设 


FJ 4 
0 ， 其 他 


黄 他 假设 均 与 例 5.4 相 同 。 试 求 在 期 望 费 用 最 小 时 的 订购 策略 
世人 SS), 
解 (1) 淆 后 期 间 需 求 为 


gO 证 Xm 了 se 
Qo=/? #12X 20 2 91 


《2 ) 对 应 的 


2 xX21.91x1 


1 Xi 2 x 5 wis™ "568 


R=1— 


由 全 - 4d 一 0.668 可 解 得 一 12,672 

{31 因为 ss 一 14 与 人 一 12.672 梢 差 很 大 故 取 新 的 * 一 
12.672， 并 按 (5,17) 式 计 算 新 的 已 ,。 

局 一 


W 2 0+ (12+ 312) ™ (X12.672) — td。 
1 1 12.672 4 


= 22.563 
fd4) 对 上 述 计 算 的 口 ,一 22.563、 再 按 (5.18) 式 求 新 
的 拟 ,。 


_ 3x22.563 


R= 1 133 


=0.6581 


5) 内 全 一 dX=0.6581 可 解 得 9 一 12.632 
in 


6) 因为 ]s 一 += 二 |12.672 一 12.6321<10**， 程 序 终止 ， 得 
到 景 优 s* 一 12.632，Q* 二 22.563， 玻 
S*=5* TW"=35.195 


(三 ) 模型 可 


1， 措 型 的 基本 很 设 为 

(1) 连续 性 盘点 ， 采 用 (3，3) 策略 ， 每 次 订购 费 为 到、 
慰 单 位 产品 的 购 价 为 C。 单 忻 货 物 的 存 贮 保管 费 为 有 。 

‘2) 在 1 时 息肉 的 需求 量 为 随机 变量 ， 其 概率 分 布 P( 双 》 
为 已 知 ， 年 度 平均 需求 量 品 为 常量 . 

{ 3 ) 滞后 时 间 4 为 随机 变量 ， 其 字 率 分 布局 CD) 为 民 知 。 

4) 在 洛 后 期 内 发 生 缺 货 ， 岂 采用 缺 货 不 供应 处 理 方式 , 但 
适 注 意 其 缺 货 损 失 ， 设 单 件 缺 货 损 失 费 为 =。 故 年 度 所 新 费用 包 . 
拓 ， 订 货 费 、 存 贮 保 管 费 和 缺 货 捉 和 失 费 基 项 。 
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UU 志 


2 


量 吕 ， 忆 减少 发 生 缺 货 的 现象 。( 如 图 5-3 中 ， 5 为 订货 点 ， 
角 冲 存 贮 量 ， 一 般 应 有 有 旦 之 8 之 SS 这 |， 廊 , 为 沸 后 时 间 . 
神 存 胜 其 BB 和 (s 。S5S) 策略 ， 饥 目标 函数 为 最 小 。 

四 | 上 读 疗 基 


《5 ) 由 于 需求 和 洁 后 时 间 都 是 随机 的 ， 故 应 设置 缓冲 奔 贮 
号 汐 
:区 


,及 幼 


周 3-3 
2， 模型 求解 
先 候 定 不 多 许 缺 货 ， 因 而 先 接 确定 性 不 缺 货 模型 5.1) 式 求 


出 订购 基 Q*= /- 王 豆 。 兰 全 年 分 m 次 订购 、 当 每 次 订 关 二 为 


已 
= 
0 = Ms OO* 血 


求 曼 优 在 贮 策 略 审 的 s ， 考 厌 到 订购 点 3 只 应 诺 昆 站 计时 辣 
肉 指 平均 需求 娓 .外 还 要 维持 缓冲 存 喧 前 请， 出 于 汶 百 届 癌 二 随 
机 的 ， 设 平均 滞后 时 间 为 上 ， 则 
3 一 及, 十 瑟 一 HP 十 如 
其 中 4 二 (0) 为 已 向， 当 库 存量 降 到 5s 时 应 订货 。 由 于 潍 订 妥 
间 延 长 或 为 需求 增加 而 引起 的 卸货 概率 记 作 呈 ， 则 


P.— POOIPts) 
其 中 已 (6) 为 洪 后 (天 的 概率 。F s) 表示 订货 为 s 1 各 因 
存量 为 s 时 ) 面 在 6 天 内 湛 求 了 >s 的 概率 ， 灌 他 $) 


~ >? PX;, 
下 
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一 次 缺 货 损失 费 的 期 望 什 为 5P,， 则 so 次 屿 货 损失 寓 的 期 疹 
代为 mmrP,， 每 年 保管 费 为 - 半 -(Q" 十 昌 ) ,由 于 0" 是 根据 保管 
费 和 订货 费 之 和 的 平均 费用 最 小 求 出 的 ， 因 此 现在 只 项 考虑 维持 


缓冲 库存 量 的 保管 贰 及 缺 货 损 失 费 斯 望 值 两 者 之 和 为 量 相 。 即 由. 
min CihTP, 二 C5 一 HP)J] 确 定 B"， 表 由 38" 一 KD 十 PB* 确 定 s*。 


然后 由 十 s” 二 S”，、 即 可 求 出 最 优 存 迪 策略 CG"，5"*)、 
例 5.6 基 厂 生产 汽车 融 用 钢材 ， 工 时段 内 需求 三 的 概率 . 
了 YY) 服从 Poisson 分 布 
PX) = 
每 天 平均 需求 为 1 吨 ， 即 P = 1 ， 年 平均 需求 量 D =365 吴 ， 则 : 
f 时 间 内 需求 为 二 的 福 举 


ei* 


PON) = | 


涡 后 时 间 8 服从 正 态 分 布 NCH，0， 其 中 上 ==15 天 ,0 二 1 
故 有 
plo) = 
叉 已 知人 年 保管 费 为 每 吨 0.5 元 ， 每 次 订购 费 为 15 元 ， 读 货 损 兴 费 
每 辆 50 元 。 求 使 平均 费用 达到 最 小 的 订购 量 8*， 订 购 点 s* 和 库 . 
罕 水 平 3*， 并 求 出 每 年 的 订购 次 数 n。 
解 ” 由 E.. 人 QQ 公式 


» /2 X365x15 . 
Q* = 2 S18 = 148( 呈 ) 


m 一 二 -一 2.5( 次 ) 


QQ，P(8)，8 关内 平均 肖 求 9 之 计算 见 有 5-2。 
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襟 5-2 
一 一 一- 一 一 一 一 -一 


| 洒 后 时 间 爸 宰 | 
滞后 时 间 站 1 日 天 内 平均 需求 28 
PpY=——— e018 dL 
2 
18 0.05 
1 省 14 
15 人 15 
18 0.24 1 
17 1.05 17 
ea S$ eT 
6 天 内 需求 X> :的 概率 Fo(5)= 2 一 有 一 1 一 六- 
> =0 
觅 表 5-3。 
训 5-3 
3 
Pas) 15 21 22 23 24 25 26 st 
8 ! 
13 0.238 0014 0.008 0.004 0.002 0001 0 
14 0.331 0.029 HO017 0.009 0.005 0.003 0.001 v0 
ts .432 O05 0.033 O09 0. 0.006 0.009 性 
16 D433 0.089 O058 0.037 0.022 0.013 0.008 应 
17 0.629 O0138 O095 O063 0.040 0,025 站 015 9.001 
PEOYFet 5 ) 之 计算 见 表 5-4。 
于 5-4 
3 
i) 
pals) 15 21 22 23 24 25 26 1 
国 
13 1] 0.012 0.000 0 0 0 让 0 0 
1 人 079 人 .O07 人 .人 DD 002 9.004 0.901 自 0 
15 0.173 0021 人 916 人 1008 0.004 0.002 0.001 和 
18 .128 091 0.0TIL 0.008 0.605 0.003 人 .002 个 
17 0.031 0.007 0.005 0.003 0.002 0.001 0.001 0 
瑟 0.423 0.056 0039 0.021 0.012 0.007 0.004 6 


17 
由 P= >》 P(b)Fo(s )， 且 = 一 Pu 及 一 1 费用 一 mmP。 
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十 上 BB 可 得 表 5-5。 


询 5-5 
| 
5 | 15 21 2 33 24 25 2 31 
Pp, | [1 0.058 [4 D0. 2] 0.012 .007 nn.004 t 
a ] 咎 各 . ? 名 号 1 11 1 
| ‘62.873 10.00 8B,.0n0 .3 6. 60 5 £.00 [| 


出 琢 5-5 刻 谈 厂 订购 量 忆 =148 琶 ， 订 购 点 3 一 25 吨 ， 妇 冲 好 B = 
10 吨 ， 库 存 水 平 S 三 人 @ 十 8 = 二 173 呈 为 最 仿 亩 要 第 嘴 。 


$5.4* 多 阶段 随 抽 库存 模型 求解 的 了 MDP 方 法 


在 前 述 各 类 随机 存 喧 模型 中 ， 存 版 策略 均 采 用 {3，S) 策 
路 ， 即 在 周期 性 (或 连续 性 ) 盘点 时 ， 若 在 某 一 时 刻 发 现 系 统 的 
涯 存量 了 小 于 等 于 订货 点 5 上 时， 就 必须 将 其 恢复 到 库存 水 平 $ 上 
去 ， 亦 即 需 订货 Q@ = S$S 一 1。 用 决策 函数 的 观点 来 看 ， 系 统 状 态 
(库存 量 ) i 与 订货 量 了 将 满足 如 下 的 测 数 关系 式 
{0, i>s 
FE 一 | 
IQ i&s 
这 是 一 类 特殊 形式 的 决策 函数 ， 但 在 许多 实际 问题 中 ， 我 们 还 可 
海峰 形式 更 为 广泛 的 决策 函数 例如 我 们 会 过 到 这 样 一 类 随 绵 竣 
如 系统 ， 当 天 策 者 在 其 一 时 界 + 观察 到 系统 的 状态 i 和 采 了 有 了 某 
种 行动 方案 6 后 ， 下 一 时 段 系 统 的 状态 慨 率 特性 将 与 于 以 前 系统 
的 状态 受 席 采取 的 行动 历 中 无关， 且 与 时 刻 1 也 无 关 ， 即 该 系统 
是 一 全 具有 齐 次 Markoy 性 提 随 机 库存 系统 。 此 时 我 们 可 肤 及 
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Markey* 决 策 规划 (MDP) 的 在 关 理论 和 方法 来 求解 、 而 得 到 的 
此 策 函 数 将 具有 更 为 广泛 的 形式 。 有 关 MDP 的 基本 概念 可 参见 
#5.2， 本 节 仅 通过 一 个 应 用 问题 的 求解 来 介绍 运用 MDP 方法 求 
艇 随 二 库存 系统 的 基本 叫 想 和 方法 。 


' 一 ) 策略 和 迭代 算法 


设 了 ,表示 ! 时 刻 所 观察 到 的 系统 状态 ， 人 1 表示 该 时 刻 决策 者 
座 呆 区 的 行动 。 若 随机 过 程 位 ，L，1 =0，1，23，…} 为 
言 次 马匹 过 程 ， 且 为 遍历 ， 则 可 用 下 述 MDP 算 法 来 求解 应 用 半 
项 。 其 中 侣 (了) 表示 采用 平稳 策 路 让 时 决策 者 在 每 一 时 段 的 平 
均 期 望 总 费用 ，+ (i。/({)) 表示 决策 者 在 系统 处 于 状态 i， 
采用 行动 上 01 ) 时 的 报酬 ，P(jii，J (1)) 表示 素 统 在 某 
一 时 刻 处 于 状态 i ， 决 策 者 采用 行动 (1 ) 后 下 一 时 刻 系 统 处 
于 状态 了 的 概率 ; 严 (i) 为 状态 工 对 应 的 中 则 变量 。 该 策 赂 过 
代 算法 步骤 如 下 ， 

i， 竹 联 一 个 初 妈 决策 函数 (1)，1 三 5S5，!{5S 为 状态 空 他 
入 SS={0。1，2，…，1))， 令 v(1)=0， 求解 下 述 线 性 
方程 组 


GIOt uli) ri, fliD+ 9 Plili, 
性 
tin ttES (5.19: 
2 以 步 桂 ] 求 得 的 (ji)(iES) 代入 下 式 ， 通过 极 小 
(大 ) 化 运算 来 寻求 一 个 比 了 蝎 好 的 决策 函数 9 (i), 1 了 忆 5S。 亦 
即 对 极 小 化 运算 有 
min | ri a)+ 》) Portis eyo) on | 
aEAli) ji ES 


ri Ot DY Pf ii, gC oF)— oi) 
i 


* Sd “© 


"ri, FND+ DD PIPE f(De(f)— ot) 
iEES 
iEs (6.20) 
对 于 极 大 化 运算 则 有 


max {rti, a)+ 了 pli aot) -on))| 
TE A Hr=y 


-ri, gti))+ 2 POli, gfi))aff) 一 pf) 
1 三 驴 
Bri, fID+ 9 PINi, FOiDvI)~ ol) 
和 仿 
iES 

.其 中 对 于 决策 者 的 收益 目标 可 采用 极 太 化 运算 ， 对 于 决策 者 的 支 
出 目标 则 应 采用 极 小 化 返 算 。 

3. 若 对 所 有 ?ES$S，(5.20) 式 均 成 立 等 号 ， 则 终止 运算 ， 
:并 有 结论 ， 广 为 最 优 平 稳 策 团 ， 相 应 的 G(7 ) 为 最 优 值 通 数 . 它 
.表示 决策 者 在 采用 平稳 策略 产后 所 付出 〈 收 入 ) 的 最 优 平 多 期 望 
总 费用 ， 若 至 少 存在 一 个 iES， 合 (5.20) 式 成 为 严格 不 等 
式 ， 则 以 9 代 起 于、 并 转 入 步 台 1， 此 时 有 GD)>>GCFD)。 

土 述 算法 的 正确 性 可 矢 见 文献 [252。 

{二 〉 应 用 举例 

例 5.7 某 工厂 海 虑 一 设备 的 订货 问题 ,， 设 《1) 工厂 将 根 
- 据 每 轧 的 库存 量 ， 殉 定 本 局 的 订货 策略 。 若 每 周 需 订货 ， 则 需 订 
货 费 到 = 10 子 元 , 而 每 台 设 备 的 成 本 费 25 千 元 。(2 ) 该 设备 每 周 
-需求 量 户 服从 鬼 值 为 4 = 1 的 Poisson 分 布 。《3) 生 周 马 一 人 台 设 
备 的 损失 费 C: 一 50 子 元 ， 单 位 库存 费 C: 忽 路 不 计 。 试 确定 工厂 每 
; 泗 的 订货 策略 ， 以 使 其 每 周平 均 期 望 总 费用 达到 最 小 。 

解 ” 我 位 认为 该 系统 服从 齐 次 马 氏 性 ， 因 而 可 用 MPP 的 上 
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述 算法 来 求解 。 恩 此 点 首先 根据 上 述 应 用 问题 的 特 体 来 定 久 下 
元 体 ， 
1) 出 于 每 周 禹 求 量 刀 了 荫 从 均值 为 1 的 Poisson 分 布 ， 故 在 
一 个 单位 时 段 内 ， 应 有 
已 (站 一 有) 一 -下 -er 


3 


PID>4=I- 》 PCD=- 人 =1-(1+1+- 二 + 址 -he 
也 三 必 


“=0 .02 

虫 上 得 知 ， 每 周 襄 备 的 需求 量 超 过 3 合 的 可 能 性 很 小 ， 可 不 予 考 - 
有 培 ， 放 可 认为 该 系统 的 状态 (库存 是 第 S“={t0，1,2.,3}. 

对 于 每 个 状态 i 应 采取 的 行动 是 订购 0 台 设 备 。 设 a/= 1， 
则 由 此 述 分 析 知 备 状 态 的 行动 集 应 有 AC0)= {401，0,，as}， 
ALL)= {0 Gr Ga} 27) 一 foo O00 ALS3)= {0 下 汕 
来 分 别 计 算 该 系统 的 转移 概率 矩阵 已 及 报酬 画 获 Cr) 的 各 元 
率 什 . 

注意 到 当 现 有 这 存量 了 = 1 ， 并 采用 木 订 货 m 的 行动 时 ， 下 
一 周详 存量 为 4 这 一 事实 当 且 仅 当 本 局 需求 量 吕 1 (此 时 除 现 
有 的 一 全 设备 作 交 货 外 ， 其 他 需求 量 作 缺 货 处 理 )， 因 而 训 


PI, ago)= PD1)=1 -0.632 


同样 ， 琉 有 库存 量 了 = 2 ， 并 采用 订货 一 各 的 行动 6 时， 下 一 筷 
库存 量 为 1 这 一 事实 当 昌 仅 当 本 局 需求 量 呈 一 2 ， 故 有 
3 
此 外 ， 现 有 库存 量 了 一 2， 并 采用 订货 行动 = 一 2 时 ， 下 一 岗 摩 
存量 为 1 这 种 情况 显然 是 不 可 能 存在 的 ， 玖 有 

P{1l2, ad)=~= 0 
经 过 与 上 同 甬 的 分 析 与 计算 ， 侣 得 该 系统 的 状态 转移 概率 算 阵 如 
下 表 5-6。 


Pt1l2,00= PCD= 2)= ee 人 184 


”8 


了 瑚 四 圭 前 成 
POFIi, a) |-— 一 一 一 
| 2 ? _ 
0 l [0 由 0 
1 站 .632 0.368 0 0 
2 站 .2 二 0.368 0. 368 0 
8 .080 ,184 .04 ,3 
| 了 取 9 时 的 产 
于 , 本 四 _ 
| 0 1 2 匀 
9 必 . B32 让 .名 0 0 
1 和 ,264 .3B 0.368 0 
2 0.080 0.1A4 .368 0.368 
3 行动 ar 不 考 塌 
2 ee | _ . __ 
。 F 骏 1 时 的 号 
Lt | 90) -一 一 一 一 一 ---- -一 - 
| 0 ! : ’ 本 
0 站, 儿 6 0.368 hE 0 
1 0D. O80 0,184 hE 0,.388 
2 | 
3 行动 mz 处 考 起 
t 一 一 一 2 CREE 
了 县 ww 时 的 严 
PT 0a) 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
| 和 1 2 
0 0.08 0, 184 0.368 0.368 
1 | ; 
2 | 行动 4 不 渚 询 
3 


对 于 该 系统 的 报酬 晤 数 r ( 方 ， 考 虑 到 "11，a) 表示 系 
病 在 处 于 和 状态 i ， 采 取 行动 4 叶 的 每 周期 望 费 用 它 应 是 订 和 名 
费 、 成 本 费 、 缺 货 损 失 费 三 项 之 和 ( 题 设 库 存 费 不 考虑 )， 甩 后 针 
设备 数 1 与 系统 状态 ! 库 存量 ) 了 、 订 措 总 点、 贷 求 季 呈 有 关系 式 


* $80 


1 maz :二 一 了 一 站， 0} 


改名 轩 期 望 名 货 数 为 


7 


2 maxij— i k, OPD= 7) 
= 1 


= >》 (一 一 上 PDT 了) 


二 下 二 中 


辐 记 可 得 报 僵 向 基 的 各 分 基 如 下 ， 


La 


‘0 


Un 


a) =50E(D);=850 


‘aj=i0+ 1 x25+50 9 (1 —1)P(D= 71)=53. 
/< 


一 上 


a) =10+ 2 x25+50 2 (7 — 2)PiD= 7 一 65. 
| i 2 


a =10+ 3 x25+50 2 1 一 3)》PC 万 = 1) 一 86， 
了 一 


. 00) =50 >》 一 1 已 := 了 了) 一 18.4 


1=1 


a =10+ 1 x25+50 >》 (一 2)P 一 了 ) 一 40. 
了 


a) mi0+ 2 X25+50 》 (7 一 3) 忆 (一 了 了) 一 61. 
r= 


oj 一 50 Dy (1—2)P ID=1)=—5.2 


了 一 和 


a =10+ 1 x25+50 2 (7 —3)P(D=1)=36. 


m0) 一 50 >》 (ij— 3)P.D=-1)=1.2 


3 


综 舍 上 述 计 算 结果 可 得 表 5-7。 


*» S57 2» 


要 
| ~ “) | a 可 | gs 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 = 
自 50 53 . 生 多 B62 
1 18.4 40,2 [区 Pad 
2 6.2 36,2 Pi Po 
3 1.2 ” pe pa 


(2) 利用 策略 选 代 算 法 求解 上 述 问题 
任 取 初 始 决 策 函 数 


ds 人 
了 (了 ) 一 


dr 了 工 一 了 3， 


将 上 述 初 始 次 策 函 数 了 代入 (5.19) 式 可 得 


GC7)mrii ffi))+ 2 POPi frr)oC7) 
全 号 
一 my) im0O 1, 2, ;3 
到 5(3)= 0， 上 式 即 为 
站 3 


G(r (0, o)+ 2 PIil0,G) pf) 一 0101 
= 


号 . 
GCCf)=r(i，o0+ > PICFlliye)yotr) 一 af(1) 


了 = 


3 

Gif 27 2, G+ 》 Pilfi2,a) 0(F)— 0{2) 
T= 
是 

GIf) mrs3, od)+ YD) 户 (F Sa 一 (31 


= 


漕 天 5-6 的 PCF1i， ax)y 及 表 5-? 的 ri ，o0s) 代入 上 式 、 并 求 
泊 该 线性 方 夭 组 可 得 


* 352 。 


人 [FF 一 31.43 

vO})=85.00 

vl1)—=64.38 

| 5 (2)=31.49 

将 (5.21) 式 的 计算 结果 代入 (5.20) 式 作 极 小 化 运算 。 当 f= 

0 时 注 窜 到 A4C0)={o0 901，Gs，4s}， 其 中 a: 一 了， 了 开拓 3， 因 
而 有 


5, 21) 


3 
r(0, a)+ D2! Plf10, ao) vj)—-v(0) 
j=0 
-=60+ I X85 0 X64.38+ 0 x31.49— 85=50 


3 
r (0, oDt+ 2 POI0, oD v1)—v(1) 


= 
53.4 十 0.632X85 十 0.368X64.38 十 0 X31.49 一 64.38 
== 45.81 


让 
r(0， oadD+ 3 Pr7l0。 a) vo(f)— 0(2) 


j= 0 
=65.23+0. 264 Xx 86+0.368 X64.38T0.368 Xx 31. 49 一 31.49 
一 $7.82 


3 
ri0, a)+ 3 POflo a) oC(f)—v(3) 
f= 
Bb.2+0.08Xx85+0.184% 64.38-+ 0.3868 X31.49=31.43 
-于 忠 到 
3 
min rio, oa)+ 3 P{ii0., “oc | 
A f= 
= min450, 45.81, $7.92, 3] .43} 一 31.43 
3 敌对 应 的 更 好 的 行动 点 取 2 (0)=as. 
类 似 她 分别 到 $ = 1. 2 ， 8 ， 并 注意 到 411 一 fa Drs 


久 53 


d= 家 5-6 的 Pijii, a 
及 胡 5-7 的 wa) 化 入 《5.30) 式 作 极 小 化 运算 ， 依 次 可 求 
得 gi)=0，9012)==9(3)=6， 因 而 ,新 的 决策 函数 为 


| ae 上 一 们 


gf l= a, i=1 (5.22) 
| dn 2 3 
将 上 让 所 得 的 9f41)， 和 39 取代 (5.19) 式 的 C7),， 1 
所 S， 重 新 求解 线性 方程 组 (5.19) 式 , 并 将 计算 结果 代入 
(5.20) 起 作 极 不 化 运算 ， 求 得 的 新 的 决策 函数 与 9 (i)，i 刁 
SS 相同。 王 境 明 上 还 决策 方案 已 不 能 再 作 开 进 ， 趣 本 问题 的 航 优 
雇 筑 函数 应 取 (5.32) 式 的 9{1;}，1i 记 SS， 亦 即 当 和 餐 周 观察 
和 时 。、 若 库存 量 为 0 出 订 党 3 合 ， 库 存量 为 1 风 宁 贷 2 人 台 ， 亩 存量 
为 2 或 3 则 不 订货 ， 这样 的 决策 方案 、 必 丁丁 决策 者 每 周 的 平均 
期 望 总 站 用 闪 志 最 小 。 
涂 采 鼻 上 述 策略 达 代 算法 外 ， 倒 5.7 的 问题 亦 可 采用 8 6.2 的 
有 限 阶 眉 模 型 与 桥 扣 模型 来 求解 ， 详 细 计 算 留 作 习 题 供 读者 自行 
计算 ， 在 此 从 略 ， 


$5.5 随机 库存 系统 求解 的 排队 论 方法 


薄 宙 岸 存 系 统 通常 和 排队 系统 有 着 一 定 的 联系 。 如 果 我 们 将 
货物 视 作 顾客 ， 需 求 的 发 征 《或 订货 的 到 达 ) 看 作 顾 客 的 到 达 ， 
而 生产 “ 城 销 仿 ) 看 作对 各 是 客 的 服务 ， 任 何 时 到 尚未 交付 的 需 
求 晤 ‘ 惑 订 人 涡 景 ) 看 作 系 统 队 长 ， 则 随机 存 梯 系统 就 可 作为 一 个 
排队 系 帝 束 处理 。 此 时 ， 矶 货 可 以 看 作 系 统 队 长 为 、 服 务 员 空 
朵 的 场合 ， 半 期 性 盘点 可 看 作 一 全 离散 时 间 的 排队 系统 :而 连续 
性 盘点 又 可 看 作 一 全 连续 时 间 的 排队 系统 ， 因 而 这 些 随机 库存 系 
统 的 求解 可 以 借助 于 排队 论 的 有 关 王 论 和 方法 来 完成 。 然 而 考虑 


站 有 


到 随机 摩 存 系统 本 身 的 特征 ， 它 又 与 一 般 的 排队 系统 有 所 不 同 ， 
因此 如 何 应 用 排队 论 的 理论 和 方法 来 解 央 基 些 随机 库存 问题 是 人 
们 普 玉 关心 的 。 本 节 将 通过 一 个 应 用 问题 的 求解 来 介绍 如 何 将 一 
个 随机 认 存 系统 转 北 为 一 个 排队 系 义 已 及 求解 的 基本 思 有 上 路 和 方 
法 。 事 实 上 ， 丰 下面 遇 到 的 点 用 问题 中 决策 考 所 采用 的 存 贮 策 格 
为 -1 订货 策 酷 ， 这 又 是 前 述 各 炎 存 贮 模型 中 所 设 有 见 过 的 一 
种 新 的 订货 策略 形式 

例 5.8 演 虚 基 公 司 贵 重 物 品 的 库存 问题 ， 议 公司 有 一 仓库 
存 贮 该 吐 重 物品 ， 合 亩 容量 为 5。 该 贵重 物品 的 需求 以 Poisson 
流 发 生 ( 到 达 )， 平 均 发 生 ( 到 达 ) 率 为 4 14> 60)，。 当 一 个 物品 需 
求 发 生 到达》 时 ， 车 仓 庆 中 有 货 ， 别 冲 从 中 所 出 一 件 交 贷 ， 与 
下 同时 向 公司 所 属 工 厂 下 达 任 务 生产 一 件 鼻 量 物品 《 即 订 贷 一 
件 )。 车 仓库 中 无 货 ， 即 发 生 筷 货 现象 ， 此 时 虽 无 库存 货物 可 交 ， 
但 仍 需 向 公司 所 属 工 厂 下 述 生 产 一 性 贵 重 物品 的 任务 (上 吐 称 为 
1- 1 定货 策略 )。 今 设 工厂 只 能 一 件 一 性 地 上 竺 产 沪 贵 重 物品 , 生产 


时 间 服 从 负 指数 分 布 ， 平 均 生产 时 间 为 -二 -， 其 中 A >>0 ee >> 


4 。 此外, 设 单位 贵重 物品 看 放 单 位 时 间 的 寓 用 为 元 (包括 存 贮 
费 , 保险 费 ， 损 耗费 等 )， 缺 少 一 件 贵 志 物 品 单位 时 间 的 损失 为 
元 ， 试 确定 景 优 库存 量 3*"。 以 使 单位 时 间 期 望 总 费用 达到 其 小 . 

下 面 我 们 分 别 就 对 应 排队 系统 、 目 标 函 歼 作 一 分 析 ， 然 丘 通 
封 公司 仓库 的 存货 量 与 缺 货 量 的 讨论 来 达到 求解 该 应 用 问题 的 
四 的 。 


(一 ) 对 应 排队 系统 分 析 
在 上 述 应 用 问题 中 ， 若 将 贵重 物品 视 作 顾客 ， 和 贵重 物品 的 需 
求 看 作 显 客 的 到 达 ， 工厂 生产 该 贵重 物品 次 作对 笑 客 的 跟 务 ， 刚 
由 于 需求 的 到 村 是 Poisson 流 ， 且 采用 1-1 订货 策 上 品 。 施 调 工厂 
徇 订 佛 到 村 流 杰 为 Poisson 流 ， 而 工厂 对 鞭 重 物品 的 生产 时 间 腿 
* B55 ， 


从 负 指 数 分 布 ， 因 而 上 述 随 机 存 贮 系 统 邑 为 一 个 MH/M/1 /oo 排 
队 系 统 ， 其 系统 结构 如 图 5-4。 


. 仓库 ET 
“elseB 


图 5-4 


在 此 排队 系统 中 ， 若 设 NT) 表示 了 时 记 工 厂 接 到 的 订货 
数 亦 即 公司 下 村 的 生产 任务 数 )， 它 显然 包括 正在 生产 与 等 待 


生产 的 物品 数 。 注 意 到 有 器 一 一 人 < 工 ， 故 由 M/M/ 1 /co 系统 
理论 ( 详 见 32.2) 知 ， 该 系统 能 达到 统计 平衡 状 态 ， 且 其 状态 
概率 的 极限 存在 ， 并 构成 概率 分 布 ， 即 有 

lim P(NCDw nN) PAN- np 2 p=l 


并 至 : 

其 中 pr== PCN = s) 表示 在 统计 平衡 状态 下 边 到 的 订货 数 为 人 
的 和 概率， 记 就 是 公司 尚未 交付 的 需求 量 为 引 的 赚 率 。 并 有 

疡 一 DPC] 一 六 ) = 1 2 和 《5.23 


《一 ) 目标 洲 数 分 析 


由 应 用 问题 秃 ， 单 位 时 间 的 期 望 总 费用 为 
Els)=oe EphE. (5.24> 
其 中 巨 * 与 五 a 分 别 表 示 贵 重 物品 单位 时 间 的 平均 存 贮 量 与 平均 缺 
货 量 - 
车 设 r; 表 示 在 统计 平 癸 状态 下 ， 公 司 有 i 性 存货 的 概率 ( 
一 0，1，2，…， 3)。 9 表示 在 统计 平衡 状态 下 ， 公 司 艇 货 
1 件 的 概率 (7 一 0，1，2，…)， 则 显然 有 


ae 一 >》 ng Es= y》 tro (5.25) 


村 二 让 四 二 


”358 。 


(三 》 存货 与 缺 化 分 析 


若 设 仓 庆 存货 数 为 二 ， 缺 货 数 为 了 了 ， 公 司 尚未 交付 的 需求 数 
为 #， 则 由 于 仓库 容 景 为 + ， 故 由 应 用 问题 知 有 
十 下 
但 当主 = 0 时 ， 由 于 岩 存 量 为 0， 因而 公司 尚未 交 货 的 物品 数 则 
司 能 是 s。 也 可 能 是 8 十 1， 或 #4 十 2、， 或 #8 十 3，…{ 它 表示 
由 于 仓库 无 货 ， 故 需求 到 达 后 ， 直 接 计 入 订货 )。 因 而 有 
rr= pp, 


fri 1 


(5-26) 


另 一 方面 ， 注 意 到 缺 货 是 由 于 库存 量 s 已 取 完 而 无 贷 可 交 所 
吾 ， 网 而 缺 货 数 与 尚未 交 货 数 有 损 下 关系 
j++s=H, jf>0 
当 了 二 0 时 ， 和 由 于 未 产生 铅 贷 现象 ， 因 而 尚未 交 贷 数 可 能 是 0， 
1，2，…-，3 中 的 某 一 个 数 。 综合 上 述 知 有 


n= 3 Pp: 

上 二 中 

(9 Pe 

02 = Pers (6.27) 


1 Pr 
所 


» 357 。 


(四 ) 系统 求解 


由 (5.24) 式 、(5.25) 式 、(5.26) 式 和 《5.27) 式 知 有 


部 2 


瓦 (zs ) 一 CEE#F 十 HEe 一 ¢ > ?rr 十 大 > nga 


他 关 站 可 二 从 


*—1 


一 DI (5—n)pth D1 npow 


烛 天明 下 一 小 


将 (5.23) 式 代 入 上 式 ， 并 注意 到 了 之 1 有 
< 一 1 | 
Ecsy=els | po— >) np 


攻 二 入 = 


L 
-ele 一 D 一 (1 -po) 5 wr | 
= 0 
ok 1—pi 5 oo 


-os -on -po | 
L = 


2 


+(ce TAIC1 一 襄 ) D) np —ihsp’ 


让 二 宣 


PD ep 


1—P 工 一 
赛 易 验 证 巨 (s ) 为 凸 函数 ， 这 是 由 于 
358 - 


一 cs 二 {ce} 


(5.28) 


Eistl~Ets}=e—rce + hip 
Elis}—Fls—li})ec—(c+hir 
只 而 有 
Etst+12—E sRE(s})~-Es—1) 
职 有 


FE(s ye EO 


此 即 说 朋 瓦 (sz) 为 西 话 数 ， 堆 必 存 在 一 个 全 局 极 小 从 s*"， 生 有 
Elst~ min Et(s) {5 20) 
stEN 


于 是 ， 还 个 计算 EC1)，EEC2)， 卢 (3)，-…， 则 必 可 求 得 极 小 
信 s*"， 使 EF (Cs*) 注 足 (5.29) 式 ， 而 这 样 的 极 小 化 运算 在 计算 
机 上 上 荐 容易 实现 的 。 


Y5.6 随机 库存 系统 求解 的 计算 机 模拟 法 


对 于 -- 个 随 宙 库存 系统 ， 由 本 章 前 述 各 节 得 知 ， 我 们 可 以 根 
据 该 系统 的 概率 特性 分 别 采 用 微 积分 法 、 马 尔 柯 夫 决策 规 划 法 、 
排队 论 方 法 等 解析 方法 来 求解 。 然 而 ， 当 此 随机 系统 较为 复 霖 
时 ， 上 述 各 种 解析 方法 往往 无 能 为 力 ， 此 时 ， 运 用 计算 本 模拟 法 
来 求解 就 不 为 唯一 可 行 的 方法 . 

原则 上 来 说 ， 只 要 随机 库存 系统 的 各 随机 因素 的 刀 率 特性 已 
短 时 “〈 它 可 通过 人 们 的 经 验 判断 或 经 过 统计 答 验 得 到 ), 我 们 就 可 
运用 计算 祝 模 拟 的 有 关 理 论 和 相应 的 模拟 算法 来 作 仿真 运算 ， 从 
而 获得 问题 的 求解 。 但 需要 指出 的 是 ， 计 算 桃 模拟 法 虽然 方法 简 
音 、 宗 易 求 解 ， 但 所 获得 的 是 问题 娩 近 亿 解 ， 且 该 近似 解 的 精度 
依 圾 二 仿真 次 数 。 下 面 ， 我 们 将 通过 二 个 例题 来 介绍 运用 计算 机 
模 氢 落 来 求解 殖 机 库存 系统 的 基本 思路 和 方 洒 。 


.359 。 


(一 ) 报 童 问题 仿真 


一 报 童 从 报刊 发 行 处 订 报 后 办 上 肖 ， 每 下 一 份 报 可 赔 钱 = 元 。 
车 订 报 后 卖 不 出 去 ， 购 可 再 退 国 发行 钼 ， 此 时 每 退 一 份 报 要 赔 钙 
b 元。 虽然 每 天 者 玛 损 的 份 数 是 赃 胃 的 ， 但 报 童 可 根据 以 往 卖 报 
情况 的 统计 来 获得 每 天 卖 稻 报 的 概率 Pp.。 试 求 为 使 报 童 每 天 期 
净 损 和 失 费 达到 最 小 的 订 报 革 售 。 

为 了 比较 解析 法 与 计算 机 模拟 法 的 区 别 ， 以 下 分 别 就 解析 法 
与 计算 机 模 氢 法 进行 求解 

1， 解析 法 

设 报章 每 天 订 报 # 份 ， 而 报纸 每 天 卖 出 兰 芥 ， 财 由 题 设 知 坪 
有 分 布 列 


om 


PlE=k)=p 一 0，TI，2，…， 7》 加 一 1 


和 =o 
(5.30) 
考 虚 到 报 童 每 天 的 损失 有 如 下 两 种 情形 ; 
《1) 供过于求 。 因 退 货 造 成 的 平均 损失 为 一 三 : 瑟 (7D， 其 
中 世人 为 平均 退货 数 ， 显 然 有 


此 
ED= >》 (0—n)p, 
阵 一 下 


《2 ) 供 不 颇 求 。 因 妃 货 造成 的 损失 为 co 一 4. 望 (7D， 其 中 
吾 :为 平均 缺 货 数 ， 显 然 有 


br 


Em)= 2 CH- 0p 


中 二 让 二 


歼 报 童 的 每 天 期 刻 损 失 费 为 


8 
ei)=otomb 2 (6 一 nn)p+a > (一 bb 


.| 和 于 候 二 二 
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春 易 得 知 (9 ) 为 西 函 数 ， 这 是 出 于 


和 
ec(0+1)—e(0=(at+b) Dh—a 
= 
-1 
eo(0—1)=(at+b) 3) be—a 
中 呈 站 


族 有 


cb)< CC 二 1 二 (0 一 工 
此 了 即 说 明 cc (8) 为 凸 困 数 ， 因 而 必 存 在 一 个 全 局 前 辍 小 席 旦 
使 有 
cp) 一 min C8) 
EN 

关于 98" 的 求解 ， 可 通过 ck)， 记 二 1，2， 的 比 较 窑 局 
得 到 。 

2 计算 机 横 拟 法 

对 于 给 定 的 每 一 9 值 ， 利 用 离 获 弄 证 机 变量 的 一 般 模 据 算 法 
{ 详 可 参见 3$4.2) 容 电 得 到 服从 〔5.30) 式 概率 分 布 律 的 随机 数 
r， 志 7 显然 即 为 报章 每 天 卖 出 报纸 份 数 的 样本 值 ， 从 而 可 以 计 
算出 报 童 均 报 一 天 损失 的 样本 值 及 经 了 次 仿真 试验 后 的 一 天 损 朱 
和 欧 平 均值 。 于 是 依次 令 8 联 1，2，3，-…， 删 经 过 比较 ， 即 可 
获得 使 报 童 卖 报 一 天 的 平 芍 损失 达 其 小 的 最 优 订 报 量 9"， 模 据 上 
; 述 思 路 不 难 作 出 交 于 5-5 的 模拟 眶 图 。 框 图 中 的 各 变量 含义 如 下 

了 一 一 对 于 给 定 的 每 一 日 值 应 作 的 一 办 试验 的 预定 模拟 

人 一 一 订 报 量 9 之 上 虱 估 值 

# 一 一 报 童 每 天 订 报 量 


如 一 一 最 优 订 报 量 
了 一 一 一 辊 二 验 中 模 殷 天数 昧 计 值 
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t 


有 产 汪 入 


i 


5, 一 一 平均 损失 值 

5 -一 最 小 平均 损失 值 。 

电 然 容易 完成 上 述 的 仿真 计算 与 求解 工作 ， 详 情 在 此 此 
略 。 贡 中 希 说 明 的 是 $ 晤 初 值 10" 的 理由 ， 因 为 在 上 述 仿真 过 各 
中 六 最 小 刘 是 甫 过 * 打 揪 台 ”算法 《将 不 同 的 订 报 景 9 值 所 对 应 的 
平 拟 损 失 费 S 作 比较 取 小 值 ) 得 到 的 。 为 避免 最 小 值 丢失 起 交 :. 
过 党 将 S 的 初始 值 取 尽 可 能 大 的 数 ， 例 如 10 等 。 
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二) 企业 生产 的 库存 问题 仿真 


某 企 业 生 产 易 蛮 质 的 产品 ， 当 天 生产 的 产品 必须 当天 焦 由 ， 
耕 则 就 会 变质 、 该 产品 单位 成 本 为 3.5 元 ， 单 位 产品 货 价 为 6 
元 。 企 业 为 避 急 存货 过 多 而 造成 损失 ， 所 从 以 下 两 种 货 存 方案 中 
史册 一 个 较 优 的 方案 来 。 

方案 甲 ， 按 前 一 天 的 销 些 量 必 为 当头 的 灌 存 量 。 

方案 乙 ， 按 前 二 天 的 平均 销售 量 作为 当天 的 货 存量 。 

市 场 对 该 产品 的 每 天 需要 卉 上 基 一 个 随机 变量 ， 人 得 从 雇 行 巷 统 
计 分 析 得 翔 服从 小 态 分 布 ， 均 值 为 135， 方 阔 为 22.4.， 

这 下 奥 讨 论 用 计算 机 模拟 法 来 求解 上 述 间 题 。 类 似 于 报章 问 
题 仿 真 ， 我 们 只 要 获得 市 场 对 该 产品 的 需要 量 的 样本 值 石 ， 则 容 
易 计 算 册 按照 两 种 不 同方 案 经 开 天 后 企业 的 利润 值 。 于 是 ， 经 比 
较 天 小 ， 即 可 从 中 选 出 一 个 较 优 的 方案 来 。 至 于 市 场 对 该 产品 的 
需要 量 的 样本 情 玉 ， 只 需 根 据 8 4.2 中 连续 名 随 和 宙 变 苦 的 近 似 法 
的 抽样 公式 并 取 二 一 6 ， 即 可 得 到 。 其 轴 祥 公式 如 下 : 


Wl -i -a+rvae( >) | 


其 中 产 (1， Ws 6 1) 是 仿 随 机 数 。 
根据 以 上 思路 ， 容 易 作 虫 上 述 问题 仿真 的 程序 框 图 5-6。 名 
中 省 变量 的 含义 如 下 ， 


局 一 每 天 需求 量 
让 一 一 方案 里 当天 货 存量 
i 一 一 方案 乙 当 天 货 存量 


21 一 一 方案 里 前 一 天 之 销售 量 
Sa 一 一 方案 乙 前 一 天 的 销售 量 
Sa 方案 世 前 一 天 的 销售 量 
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输入 了 | 下 
TD 一 人 了 [一 0 3 


L255 
Ir=5#5,.—2,.5*Q: [2 


TEL=TL+ 13 
了 Za 了 ya 十 工 ， 


时 站 了 


号 -方案 甲 当天 实际 销售 苦 

5S 一 一 方案 乙 当 天 实际 销售 量 

工 / 一 一 方案 甲 当天 利润 

二 :一 一 方案 乙 当 天 利润 

7 一- 一 方案 甲 累 计 总 利 调 

了 上 -一 一 方案 乙 累 计 总 利润 

7 一 一 禾 定 模 所 天 数 

利用 BASIC 语言 容 萄 写 出 对 应 于 框图 5-6 的 程序 ， 详 见 表 
活 -8。 仿 真主 算 从 略 。 


表 5-8 
0 INPUT T, Sl, S21, $22 
15 LPRINT "Te*)T, ?S11="Sl, "S21 ~ "1 S21 
"S22 2 . 
.20 LET TL1=0 
:30 LET TL2=0 
-40 LET N= 1 
50 LET Ql =51 
-8 LET QS2= (S531 + 522/ 2 
?0 GOSUB 280 
:0 iF D<= QI THEN $3=D 
90 LET S$= 人 Ql 


100 IF DR=Q2 THEN S4=D 
110 LE 人 Sd4=Q2 

120 LET Li=5#S3—2,50l 
130 LET L2323= 8554~ 2.5 0Q2 
340 LET TLI1= TLI1+LI] 

150 LET TL2= TL2+L2 

160 LET N=N+ 1 

170 IF T>N THEN 210 

2 80 LET Sl1= 8 

0 LET S22= S21 
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( 线 - 
200 LET S21=S4 
205 GOTO 50 
210 IF TLIYTL? THEN 230 
220 TPRINT” 2”, TL 
225 COTO 240 
230 LPRINT* 1*, TL1 
240 END 
250 ”LET RI~0 
260 FOR J=1 TO 8 
270 LET RI=RND(L) 
280 LET RI=Ri+R2 
290 NEXT | 
300 LET Del135 rE 4112 #22.4# (RI- 3) 
310 RETURN 


习 题 王 


1， 某 运筹 学 会 为 筹备 学 术 年 多， 必须 对 参加 会 说 的 会 员 预 订 床 位 数 作 - 
申 岂 策 ， 虽 然 事 先 不 能 肯定 需要 多 少 床位 ， 但 根据 以 往 的 经 验 ， 参 加 会 议 
的 会 员 数 大 臻 服从 均值 为 10400 人 ， 标 准 差 为 200 的 正 访 分 布 ， 床 位 租 念 一般 - 
为 每 人 斜 日 35 元 、 但 车 顶 订 ， 见 只 需 25 元 。 学 会 若 为 会 员 预 订 床 位 灭 赂 ， 
到 时 虽 可 以 退 掉 ， 但 每 个 床位 需 付 8 元 ， 曙 一 方面 车 订 得 太 少 ， 则 将 使 一 
些 会 员 支付 较 高 的 房租 ， 基 至 不 得 不 任 芭 别 的 旅馆 中 去 ,估计 每 一 位 丰 能 住 
到 预订 房间 的 代表 在 35 元 外 平均 还 将 损失 7? 苑 。 若 从 全 体会 员 的 集体 利益 
来 考虑 《将 矢 一 会 员 的 损失 均 视 作 学 会 的 损失 )， 试问 会 议 筹 符 时 喜 预 订 冤 ， 
少 床 位 ? 

2， 某 食 昌 让 二 铬 生日 蛋 烁 ， 每 念 成 小 二 元 , 售 价 7 元 。 若 到 期 卖 不 完 ， 
九 基 从 为 每 僵 4 元 销售 完毕 。 已 知 重 粮 销售 量 r 虞 从 4 = 的 Poisson 分 
布 ， 问 永 订 购 多 少 盒 蝇 糕 为 宜 ? 

3 在 $5.3 单 说 期 随机 亩 存 模型 中 ， 设 初 嫩 亩 存量 为 ， 订 购 费 为 8 ， 
其 他 假设 均 不 变 。 为 求 最 优 订 购 量 ， 荆 推导 该 模型 的 求解 算法 步 车， 并 说 
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' 届 原 理 ， 
#， 基 水 库 所 由 看 的 水 用 于 电站 发 电 ， 往 据 过 去 积累 的 数据 统计 举 柴 如 
下 ; 每 1 午 立 方 米 水 的 成 本 费 为 0.3 元 ， 每 1 千 立 方 米 冰 供 电站 发 电 可 翡 香 
4 邢 ， 秤 执 1 千 宇 方 洲 术 影响 电站 发 电 的 损失 温 为 1 元 ， 电 站 对 水 床 的 震 
求 县 区 : 千 立 方 米 ) 服从 正 意 人 分布， 均值 站 = 3 x 10km*， 标 准 藉 9 = 1] x 
jnskora 试问 该 水 库 的 辽 存 水 量 8 为 包 省 时， 水 库 的 期 望 星 认为 最 汪 ? 
5， 某 企业 对 于 某 竺 奢 料 的 月 需求 量 为 陆 机 变量 ， 有 只有 在 下 和 概 交 分布 


1 
坟 求 最 /| : 1 
fi | 50 60 人 110 | 四 
. 2 本 | - 
"| 6. 全 8.15 | 0.25 | 0.20 | 0.10 | 0.10 * 0.05 
1 | ! ; 


每 次 订 售 费 为 500 元 ， 每 月 每 叫 保 管 费 为 00 元 ， 每 月 后 吨 讽 仿 器 兴 1507 区 ， 
繁 吨 材料 说 钢 置 费 为 1000 汇 。 该 企业 黎 采 用 《3 ，3) 第 赃 来 控制 ; 术 存 注 ， 
求 此 = 与 3。 

5， 在 5.3 模 型 1 中 ， 阁 设 每 人 同期 内 的 需 妆 虹 让 为 还 绽 现 随机 变量 ， 
人 六 县 有 和 概率 窗 座 ix)， 基 他 假设 均 不 变 ， 试 准时 获 求 最 仿 订 网 第 团 !1 5 
3 的 算法 步骤 ， 并 说 明理 由 。 

7”， 福 习题 6 中 ， 隧 =500,， C=]000, =50, 二] 39 站 
向 从 《50，120) 上 的 雹 名 从 布 律 。 试 确定 最 优 订 购 策 酷 《5 5)，。 

8， 在 名 5.3 模 型 避 中 ， 在 潍 后 拓 间 若 发 生 殷 货 ， 梁 用 缺 贷 供 遍 妇 天 辣 
成 ， 尘 他 想 谈 均 不 变 ， 试 就 下 列队 种 捕 况 下 缩 出 计算 订购 入 略 (5， 信 ) 的 
干 让 步 由 ， 并 说 明理 由 ，。，(1) 滞后 期 内 的 喜 求 项 也 为 离散 型 贿 机 变量 ， 妖 
只 分 布 列 {fp， sn，1，2，… 小 已 知 (2) 灌 记 期 内 的 需求 最 钴 为 过 
款 阴 随 入 变量 ， 概 率 密度 了 (xz 为 已 知 。 

9， 在 习题 中， 考 漠 后 期 间 和 需求 其 廊 服 从 正 态 分 布 N(，903)， 写 由 
和 并 说 明理 三 ， 

， 茶 饮料 公司 与 一 家 啤酒 三 签订 了 长 其 合同， 订购 灶 装 只 酒 。 各 同 

规定 ， 大 订购 的 交 包 时间 为 5.2 周 ， 不 得 皂 延 。 一 次 订 划 前 乎 起 串 当 104 
元 ， 另 据 以 往 经 验 ， 变 贷 期 间 肉 的 需求 量 服 从 正 瘟 分 布 ， 其 国信 为 1045 沸 ， 
款 莫 益 为 250。 伟 设 单 位 站 凤 跨 为 0.15 生 。 谈 公司 的 障 酒 上 队 一 说 亲民 天 市 渴 
协 ， 主 要 供应 大 型 宾馆 。 内 而 缺 货 损 失 狂 较 多 ， 为 每 矣 1 0 元 ， 试 季 据 上 这 
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et 
在 §5.3 丁 型 中， 将 迪 绫 性 盟 点 改 为 周期 迁 旺 点 ;但 仍 末 用 ( + 。 

S) 林 肌 第 史 即 每 丽 一 定 的 时 间 间 两 + 就 检查 一 次 库存 量 ， 若 在 检查 时 
发 现在 此 以 前 的 六 间 丽 内 有 和 需求， 就 提出 订购 训 求 ， 其 订购 量 为 最 大 存 多 
水 平 $ 与 检查 时 库存 时 之 癌 ， 而 订购 基 将 多 过 汪 后 时 间 工 情 到 达 ， 其 他 稳 
设 均 不 变 。 试 推导 各 求 最 优 检查 间隔 刀 和 存 贮 本 平 人 的 算法 步 驴 ， 并 说 蜡 
再 由， 

12， 茶 货物 的 订购 费 为 每 次 5D 元 ， 每 件 每 局 存 贮 寓 为 1 元 ， 紫 补缺 货 
; 费 为 5 元 。 该 货物 采用 周期 性 检查 ， 每 次 检查 费 10 元 . 在 检查 时 若 发 现在 
+ 内 有 需求 ， 就 果 用 《〈z，5) 订购 策略 ， 丙 订购 的 货物 均 在 1 周 内 型 达 
已 知 在 工 = 1 周 内 需求 服从 正 访 分 市，# = 12 件 ，ox = TI。 车 设 计 划 期 内 
的 期 望 需求 量 为 13? 件 ， 试 求 最 优 检 查 间隔 时 间 ? 和 存 贮 水 昱 全。 

13， 苦 厂 在 计划 期 了 内 项 用 写 神 的 数量 广 是 联 从 Poisson 妈 布 的 随 机 变 


量 ， 平 均 每 月 甘 求 量 4=1， 即 有 PitX= kh)<= 


2 ，…。 该 厂 采用 ( +，S) 订购 策略 ， 在 生产 循环 周期 内 之 存 迪 和 费 为 每 
件 0.135 元 ， 缺 货 损 失 费 为 每 件 1 元， 装配 费 为 一 次 9.3 苑 。 订 购 司 的 激情 
时 间 为 随机 变量 ， 均 值 上 = 14 尖 ， 亨 差 9? = 1 。 试 问 该 广 在 两 年 内 应 分 多 
少 批 订 货 ， 每 次 批量 及 抵 冲 存 王 量 各 为 多 少 ， 才 能 使 总 费用 最 少 ? 

14， 尘 公司 有 二 个 销售 点 彼此 独立 地 销售 某 种 货物 ， 和 二 个 簿 祖 点 的 平 
玲 销 售 座 为 上 (+ 疙 )， 每 件 佛 物 的 销 此 时 间 服 从 角 指 数 分 和 有 。 公 司 的 贷 
深 悬 向 全 国 各 好 订购 而 来 ， 但 出 于 货物 的 到 达 且 种 种 随机 由 素 前 影 响 , 无 法 
斑 定 每 件 帆 物 针 达 的 确切 时 间 , 但 从 总 体 来 奢 , 货 条 的 到 这 为 Polsor 流 ， 平 
均 到 达 率 为 1 (4 六 个 )。 今 设 该 公司 的 库存 容量 为 *，。11) 率 公 司 在 会 
何 时 划 发 生 缺 货 的 概率 。 (2) 车 设 单位 时 间 每 件 货物 的 存 驻 当 为 己 元 ， 单 
位 时 间 每 件 货 物 的 语 货 损失 为 上 元， 订购 费用 不 计 ， 试 求 该 公司 应 村 出 移 : 
单位 时 间 肉 请 总 沉 用 。 (提示 , 可 用 排队 论 的 有 关 方 法 来 求解 ) 

二， 利用 计算 机 模拟 法 求解 习题 10。 

168.， 简 用 计算 宙 补 报 法 求解 习题 13. 


点 
fe A=0, 1, 
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第 六 章 ”随机 线性 规划 与 马 氏 决策 规划 


本 章 对 随机 运筹 学 的 两 个 重要 分 支 一 随机 组 性 规划 和 马 居 决 
策 规 划 的 基本 理论 与 方法 作 一 船 要 的 介绍 。 


$6.1 岩 机 线性 规划 


随机 规划 是 本 世纪 五 十 年 代 后 期 兴起 的 一 门 年 青学 科 ， 它 是 
随 着 数学 规划 的 应 用 晶 赵 深入 丽 产 生 的 ， 在 数学 规划 问题 中 ， 通 
常 要 求 月 标 函 数 是 确定 性 函数 ， 的 东 条 件 是 一 个 确定 的 集合 。 然 
而 ， 在 很 多 生产 实 幅 问题 中 ， 由 于 随机 因素 的 影响 ， 规 划 的 目标 
渗 数 或 约束 条 件 不 可 避免 地 带 有 随机 成 分 《如 目标 浮 数 或 约束 条 
尾 的 系数 是 随机 过 程 或 随 胃 变量 等 ;。 此 时 ， 确 定性 的 数 学 规划 
模型 往往 不 再 适用 ， 而 必须 依 千 新 的 更 机 性 的 数学 规划 模型 来 解 
诀 ， 于 是 ， 奢 机 规划 理论 的 研究 就 应 运 而 生 ， 

然而 ， 由 于 随机 变量 或 随 本 过 程 的 引入 ， 数 学 规划 的 理论 和 
计算 方法 将 变 得 更 为 复杂 。 目 前 随机 规划 这 一 学 科 的 理论 的 许多 
方面 还 不 完善 ， 所 和 研究 的 一 些 计算 方法 也 不 成 应 。 居 管 如 此 ， 在 
近 几 十 年 来 ， 册 于 它 已 在 管理 科学 、 运 锋 学 、 经 济 学 、 最 优 控 制 
等 学 科 和 应 用 中 显示 出 愈 来 您 强 的 生命 力 ， 因 而 已 成 为 运 短 学 的 
重 归 分 支 之 一 。 

由 于 基础 理论 和 篇 幅 的 限制 ， 本 节 对 第 机 线性 规划 的 一 些 基 
本 理论 与 方法 作 简要 前 介绍 ， 了 以 使 有 兴趣 的 读者 能 在 此 基础 上 作 
榨 入 的 探讨 。 

人 家 所 辕 知 ， 线 性 规划 是 一 种 里 殊 的 数学 规划 问题 。 所 谓 欧 碟 
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空间 FR" 中 的 数学 规划 问题 ， 就 是 在 给 定 的 中 中 的 一 个 子 集 〈 即 
所 谓 可 行 集 ) 上 给 定 的 实 值 冰 数 〈 称 为 目标 曾 数 ) 的 最 优化 阿 
题 。 一 个 整 学 规划 问题 称 为 线性 规划 ， 如 果 其 目标 函数 是 如 上 
的 线性 泛 函 ， 且 如 果 可 行 集 可 以 表 成 为 有 限 委 个 半空 间 和 至 多 有 
谎 个 超 平 面 的 变 集 。 因 些 钱 镍 规划 的 可 行 集 可 以 表示 威 由 有 限 多 
个 线性 不 等 式 和 至 多 有 限 多 个 线性 等 式 组 成 的 方程 组 的 解 的 集 
合 ， 而 这 些 等 式 和 不 等 式 绕 称 为 线性 约 来 ， 它 们 具有 有 限 多 个 变 
量 。 通 常 线 性 规划 可 以 写成 如 下 标准 形式 
mintoxlAxb ,X20 或 min{c x Ax= bb, 0} 
(6.1) 

线性 规划 目前 已 为 广大 的 数学 工作 性 和 工程 技术 人 员 、 经 济 分 析 
人 员 所 熟悉 ， 其 广泛 的 应 用 是 基于 如 下 事实 《1 ) 县 有 成熟 的 
数学 理论 和 有 效 的 计算 方法 。 上 2 ) 由 于 计算 机 的 飞跃 发 展 提 代 
了 足 骨 的 计算 能 力 。(3) 在 许多 不 同 的 领域 中 。 线 性 开 划 已 证 
明星 解决 实际 问题 的 一 种 合适 的 模式 。 然 而 当 随 机 因素 进入 线性 
规划 模型 时 ， 例 如 线性 规划 (65.1) 中 系数 4、58 、e 出 现 随 机 
变量 时 ， 问 题 就 变 得 复杂 了 。 尽 管 我 们 直观 地 想象 可 以 采用 特 珠 
的 姓 理 方式 来 解 寥 ， 钢 如 以 规划 中 随机 变量 的 期 毛 值 或 较 好 的 信 
计 信 来 代 圭 随机 变量 本 身 ， 然 后 求解 所 得 的 线性 规划 问题 。 然 而 
如 下 窗 实 说 明 这 样 的 直观 设想 是 不 可 行 的 ， 


例 8.; 设 (ae，》 ) 是 短 形 {(1<a<4， -<p<1)} 
内 均 名 分布 的 随机 向 景 ， 求 解 如 下 LP 问题 ， 


min {x x») 

SS .tt .ai 十 wa 了 
二 
EE 


解 注意 到 有 ECa)=-3-，E(6)=- 和 ， 以 E(a), 
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互 (5 ) 分 别 代替 5 与 ， 得 到 如 下 规划 LPli 


mintX: 二 Ys) 


s 。 
一 -zx 十 Xe 了? 

2 
3 十 wa 本 


(ss 0, x 0 
利用 单纯 形 法 或 几何 解法 容易 得 知 LP1 有 唯 - :最 优 解 


阁 设 0 一 (- 社 -， -2 ), Da{(x, sofar tx 7, brit+x: 


il” 11 
< 则 三 


P00"ED)=- 忆 (于 e 十 全 > 7. 池 + > 4】 
一 5 2 Yt 
-P(e> 了 -b> 了 4) 4 


它 说 明 LP1 的 最 优 解 8" 位 于 LP 可 行 域 口 的 概率 仅 为 0.25: 因 
而 以 Et0) 与 EC48) 分 别人 代替 a 与 6 来 求解 LP 问题 是 不 可 取 
的 ， 所 以 我 们 必须 采用 其 它 途 径 来 解决 此 问题 . 


(一 ) 随机 线性 规划 的 研究 模式 


在 具有 随机 线性 规划 形式 的 决策 问题 中 ， 目 前 解决 问题 的 方 
式 有 黄种 ， 第 一 种 方式 是 决策 者 可 以 等 待 哆 机 变量 的 实现 ， 然后 
根据 这 一 实现 的 全 部 信息 来 作 则 决策 ， 也 就 是 ， 如 果 (A, 6; 是 
级 性 规划 (6.1) 中 系数 向 最 《4，5。e) 的 一 个 实现 ， 则 可 
以 运用 此 全 部 信息 来 求解 线性 规划 

min{e x!Ax=h, XO i 
在 这 种 情况 下 ， 人 人 上 生 要 关心 的 问题 有 ， (6.2) 规划 最 优 值 的 其 
望 或 方 净 是 什么 ?更 一 般 前 问题 是 《6.2)》 规划 最 优 值 的 概率 分 布 
是 什么 ?此 类 问题 称 为 分 布 问 题 。 第 二 种 方式 是 人 们 对 于 x 的 取 
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值 的 决策 必须 事先 ， 或 者 至 少 在 没有 随机 变量 的 实现 信息 的 情 襄 
下 就 作出 。 在 此 种 设想 的 前 提 下 、 自 前 研究 的 模型 很 多 ， 有 机 会 
约束 规划 疝 题 、 二 阶段 随机 线性 迭 划 阐 题 〔 又 称 带 有 补 管 的 随机 
线性 规划 问题 )、 随 机 线性 规划 中 的 可 靠 性 问题 等 等 。 下 面 我 们 
来 分 别 介绍 这 三 类 模型 的 具体 形式 ， 
(1) 考虑 如 下 规划 
minEc Cw) 
S .PAX— b(n0 sa 
XE 己 训 (6.3) 
它 表 示 在 约束 条 忻 * 生 天 下 ， 求 原来 的 目标 画 效 czx 期 望 的 最 小 
人 和信， 得 必须 保证 所 求 出 的 至 少许 以 概率 & 满足 约 东 条 性 4 
五 。 此 类 规划 称 为 机 会 芍 东 问题 。 
(2) 考 碟 线性 规 期 
min{to (Co) xIA(O)IxX= bo), *O} 
车 其 中 A4C(0)= A，cim) 一 c， 公 BB 二 5b(%m) 为 随机 向 奴 , 其 
分 布 函 数 已 知 ， 并 有 有 限 的 均值 ， 由 于 问题 希望 决策 者 事先 必须 
对 * 的 取 值 作出 决策 ， 显 然 决策 者 不 可 能 找到 一 个 合适 的 决策 列 
量 x， 使 得 对 性 一 5 都 谐 足 约束 条 件 Ax 一 5. 通常 A%w 和 65 之 
所 有 差异 ， 我 们 用 新 变量 > 和 矩阵 召 求 表示 这 一 差异 ， 即 
xz 十 万 9 一 让，y220 (6.4) 
内 于 By 是 第 一 决策 变量 % 违背 约束 条 和 件 而 产生 的 偏差 程度 的 计 
量 , 由 此 会 产生 一 定 的 息 罚 , 设 延 罚 值 与 》 成 线性 关系 , 记 为 2y， 
对 于 上 如 的 一 个 确定 的 样本 值 ， 满 足 (6 .4) 芍 》 秆 很 多 ,决策 者 
在 满足 (6.4 的 前 提 下 选择 使 严 y 为 量 小 的 ? ， 于 是 得 到 第 二 
阶段 问题 ， 
SC(x, bb)—mindy 
st Ax+By=# ‘6.5) 
J 
售 9Cz) 一 巨 CSIs，pb)3 则 最 优 决 策 变 量 适 合 的 规划 问题 为 
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mincw— x) 
s.t.x0 
这 种 向 题 叫 带 有 补偿 的 二 阶段 问题 . 
(3)》 人们 通常 还 关心 如 下 规划 问题 ， 
max, PiliACD) x2rb (om)y 


s.t .Penm) x yy) 
它 表 示 在 费用 com) x 不 应 该 以 概率 a 超过 某 一 预先 给 定 的 值 » 
的 前 提 下 ， 来 寻求 使 满足 约束 条 件 的 可 行 竹 概率 尽 可 能 高 的 “ 
值 ， 此 类 问题 称 为 随机 线性 规划 中 的 可 车 性 景 忧 化 问题 ， 
诸如 此 类 的 模型 还 很 多 ， 本 节 只 介绍 随机 线性 规划 的 分 布 问 
是 与 带 有 补偿 药 请 机 组 性 规划 问题 两 类 。 


(二 ) 分 布 问题 


当 规 划 (6.1) 让 系数 4，5， 上 = 均 带 有 随机 因素 时 ， 我 们 
可 研究 如 下 一 般 模 型 。 


minc C1) x 
s.t. A(i)xPb(t) (6.6) 
x 
其 中 
ef Cleenfi+ 二 ot cuntet 


了 


Le 一 
| 时 


1 
cmt ontit "totr | 一 | cyot est | 
| : | : : | 
‘ool 1) 1 owtootit to ) | cwtow | 
bt 1) fio tbistt et br | Diot Bit | 


BCI)= b+t) 一 | 上 十 可 证 十 -十 六 和 l=| bth 


-~ -一 


bf 于 ) 加 boat Dt “ 
~ 373 。， 


GD) Ce at} 
1 一 : 
[os tt) Go oe dm tl 
a {I= OF f=1, 2 i Mt 
7 二 1， 多。 …， 人 
Cp= {Py Cros ry Oye) 了 一 1。 吕 ee 娠 
有 一 六 了 一 112 1 
= {oC 1), et 2), eo, tr )) 
i=1l, 2 0 ty j=1, 2, ,nn 
f = 11, lz» "ys tr)” 
并 括 定 一 人 8， "1)7 是 定义 在 概率 空间 (DD, FF ， 了 了 ) 上 的 
随机 商量 ， 具 有 已 扼 的 联合 概率 分 布 ， 醋 为 R* 空间 中 的 一 闵 多 
面条 (MM=mm 二 nm raeM), PW, 1(m)ET)=1. 
如 办 把 :wm) 作为 样本 , 则 工 为 一 样本 空间 ， 因 此 可 在 车 率 空间 
《T，Br，P) 上 讨论 上 述 回 题 。 若 记 
rei)=minte( 1 ) aI A(x mb x 0}, {6.7) 
当 + 在 了 上 变化 时 ， 显 然 (tf) 随 上 而 变化 ， 在 一 定 条 尾 下 可 
以 证 明了 (了) 为 一 蓝 机 变量 。 对 于 任 一 锐 定 的 点 x 滨 0， 可 
能 育 一 些 1 使 得 它 可 行 , 而 另 一 些 1 使 得 它 不 可 行 。 由 于 A(t)， 
b(t1) 关于 + 线性 因此 卢 合 TCx)={1EETIA(1)xX 这 
ptf. X20 x(C1)={x20|A4(C1)x 5b (+1)} 缘 为 凸 
多 面体 。 
1， 可 行 性 与 点 性 
考 虚 到 一 些 + 将 使 规划 (5.8) 的 可 行 集 xt1) 一 内， 这 种 
t 对 于 和 解 规划 (6.6) 是 没有 意义 的 ， 央 此 ， 只 须 讨论 x(f) 寺 
中 药 那 种 + 的 集合 。 车 记 
Te{fETIx( i 
{T(x 二 
定理 6.1 在 规划 C6.6) 可 行 集中 ， 若 具有 5 为 随机 , 则 人 字 ， 
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完 均 为 是 集 ， 
证 明 设 EE，4， 上 为 非 负 实数 ， 且 4 二 一 1。 
由 于 x 全) 二 扩 生出 题 设 A4 非 随机 ， 知 存在 x: 污 0， 使 有 
Axi bt, t=1,， 
注意 到 名 C1)= (bo-bt Bo 二 bo0 十 bmt) 了 关于 tt 线性 ; 
因此 有 
Ataxit Hx) 2 AA HAr A + Hs) 
= 6 (A tT Ht,) 
这 说 朋 有 有 机 十 内 :全 T， 即 下 是 占 沫 ， 同 理 可 证 苇 亦 为 凸 集 . 
二 
妆 双 为 随 宙 时 ， 以 下 二 例 说 明 ， 歼 ， 码 不 一 定 是 卫 集 。 
访 规 划 的 约 东 为 
wt txwl,， —oo 1 < 
Xi 
窜 易 得 知 有 二 一 (一 so，1 UKC3， 二 ceo)， 显 然 寺 非 上 唔 集 。 
设 规 划 的 约束 为 
(— 1 T2171)(x—2x0)31 【0 和 + 雪 1) 
wl NO | 
容易 得 知 有 
C= {Xs Xa OX 2 1 FU {fix Xa) 0! 
%1 2% 1} 
显然 去 非 凸 集 . 
集合 T(x)，xw(#)， 个， 评 均 与 目标 函数 无 关 ， 因 此 无 论 
规 蕊 (6.6) 中 的 系数 2 是 和 理 随 机 ， 定 理 6.1 始终 成 立 . 以 下 沐 
们 将 讨论 与 目标 浮 数 有 关 的 一 些 集 合 的 西 性 ， 记 
x (C1)= {x 守 0|x' 是 规划 (6.6) 的 最 优 解 } 
六) 的 
7" 对 讨论 最 优 值 r+ ) 的 分 布 画 数 有 重要 意义。 因为 泊 讨 
论 有 限 的 *( t+) 时 ， 仅 须 在 3 上 而 不 必 在 了 上 上 讨论， 这 梓 就 摸 
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除了 使 规划 《6.6) 不 在 在 有 限 最 贷 信 前 那些 ! . 

由 线 覆 规划 理论 易 知 x” (i) 为 站 梨 ， 关 于 六 的 凸 性 有 下 
述 定 理 ， 

定理 5,2 在 规划 (6.6) 中 ， 若 4 是 非 随机 的 ， 则 六 是 
征集 。 - 

证 肯 ” 当 4 非 随 本 时， 规划 《6.6) 的 系数 551) 与 CC) 
有 三 种 情 深 可 能 发 生 ; (1) 人 充 有 eff) 为 随机 《2) 仅 有 
b Ct) 次 随机 ， (C3) pr) 与 of 均 为 随机 。 以 下 仅 证 第 
一 种 情况 ， 其 它 二 种 情况 读者 可 自行 证 明 ， 

当 c (1) 为 随机 ，6b 《+》 为 非 随 机 5 财 ， 任 到 .7 ， 
由 上 定义 知 ， 存 在 x 交 0 使 以 下 规划 

min € (Hi) 
5.+. -xz i 二 1， 2 
区 计 0 

均 有 最 优 和 解 ， 不 妨 设 为 xi( i 一 1，2)， 注意 到 可 行 集 {x 守 0 
LYzP 与 上 泥 尖 ， 国 此 对 一 切 可 行 点 多 有 PDT 2 DT 
《Ti 一 1，3)。 考 成 非 负 实数 414， 上 ， 并 有 4 十 上 一 1， 作 线 伍 
组 合并 考虑 到 cc ( 1 ) 关于 上 为 线性 的 特性 ， 容 易 得 到 

人 DT 二 ACT 十 
此 说 明 如 下 规划 


min e CA Mt) sx 
s.t. Axb 
Xe 
.有 最 优 解 ， 故 补 / 十 损 刁 了" ， 戌 TT 为 是 人 染 。 口 
当 4 为 随机 下 述 鲁 题 说 明 7 了 不 一 定 为 凸 集 。 
例 6.2 设 随 机 线性 规划 为 


min(xit %s) 
st. Ci 8x 1ml1 —oo<t + 
Xi 0 X20 (C6. 8) 


= 76 ， 


注意 到 当 4 = 69 时 规划 人 .的 成 为 下 述 规划 


min Cx "th Xs) 
Ss.t, 一 3 十 Yep ] 
Nz 0 Xa 0 
易 知 有 最 优 解 0， 1) 当 +1 = 4 时 规划 (6.8) 成 为 下 述 规划 


minfxi 二 xz) 
st, 一 3 并 
NI 
易 知 有 其 优 解 ( 1，0)， 故 知 有 三 7 及 4 全 TT 。 热 而 当 ! 伍 : 
9,33 时， 规划 (6-8) 的 xfr) 一 节 ， 从 丽 C1、3Dc7 ，。 
综合 上 述 三 种 情 滴 妈 可 得 出 绪论， 了 非 凸 集 。 
2， 决 策 区 域 
不 拓 一 般 和 性， 假设 在 规划 (6.6 中 约束 茶 件 为 等 式 约束 ， 
如 有 
名 得 如 (7 
s.t. ACt}yx= b(t) (6 .9) 
XO 


其 中 4 为 mx # 芥 给 阵 (# 半 mm )， 因 而 4 有 售 个 rt 阶 子 方 阵 ， 
记 为 B= 二 1， 2 …，C7 全 NM), 

定义 6.1 若 B7 存在 ， 称 Bi 为 一 个 基 ， 车 B75> 0， 称 B， 
为 可 行 林 ,了 (B83)) 一 11 世人 |B728 字 9} 称 为 由 Bi 确定 的 可 行 区 域 ， 
T={+ 蕊 TiB, 为 规划 (6.9) 的 最 优 可 行 基 } 秩 为 由 确定 的 
决策 人 区域 . 

定 惠 6.3 在 规划 (6.9) 中 车 仅 有 81)，6 (tft) 为 随机 . 
则 7 了 CI 一 1，2，…，HMf) 为 号 集 。 

证 明 著 设 巴 = (4 ss， .4r 为 4 中 之 某 一 
列 向 熏 ， 号 是 4 中 划 去 前 向量 4，…，Aw 后 失利 的 窒 原 、 
Ca Cf T= tt) c(t EL Cm )) 是 5 对 应 于 及 ,和 的 
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子 向 时 ， cpt f | ce Ct 中 则 去 ent i}, 二 二 bratl 1) 猜 下 的 
子 向 基 ， 则 由 线性 规划 基本 理论 知 B; 是 量 优 可 行 基 的 等 价 条 件 
是 BP5C8) 这 0， 且 cpt 了 了) 一 ta.(1)87D220， 于 是 有 了 T= 
itETIHIE(CI) 守 0,c0p(1) 一 cn( 1)B7 D2 0}。 注意 到 题 变 
促 有 656(t2，2 (Cf) 为 随机 ， 目 Bib( 1 eo 于 > 一 cs 1)B7D 
关 竺 上 为 线性 ， 故 了 为 凸 集 。 “日 
如 果 .4 为 随机 ， 则 上 述 结论 不 一 定 成 立 。 
例 8.3 设 随 机 强 社 规划 为 
min (ZX 二 xa) 
ss.t. C3+1)%+(Cl— tx xs= 1 
(10 一 了)Xi (10+ 7 x —%=10 


Ki Xr Xs XO 
容易 验证 有 也 一 > 全- 


3， 最 优 值 的 分 布 函 数 

从 定义 6.1 可以 看 出 ， 对 房 有 的 + 所 7， 由 等 式 约 束 构 成 的 
线性 糊 机 规划 (6.9) 的 最 优 可 行 基 是 中 (1 7)， 从 而 对 所 有 + 所 
TT 它 的 最 优 基 本 可 行 解 x*( 1 ) 的 基 疝 量 x(f 7 满足 xD) 一 
二 i( 1)65b(t)， 因 此 ， 对 所 有 1 所 个 有 ?rf(1)=cnC1)Bi(1) 
xb(i)。 车 T，Ts，…，Tw 是 了 的 一 个 分 制 ， 则 由 


10 
3 


}。 另 知 7, 非 古 集 . 


PrCt)sy)= > PCr (1 EY, 1ET) 


I=1 


NM 
om 了 已 (es fi) 
i= 


ytET), 
者 可 求 出 r 《+t 》 的 分 布 计数 。 除 此 以 外 ， 还 可 使 用 下 面 的 定理 
率 计 算 r (1) 的 分 布 函 数 . 
定理 6.4 设 对 任 一 上 三 了 7 了， 随机 线性 规划 (6.9) 有 最 优 
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解 ， 但 没有 退化 的 最 优 基 本 可 行 解 ， 了 ,，…， 了 ,是 其 所 有 内 部 
互 不 相交 的 决策 区 域 ， 则 


a 
Pirie PD fn f CyYdy 
其 中 
Tria =idcst IB BOt SS NNT, 


fiy) 为 1 的 罕 度 前 数 . 
证 明 酷 。 
便 6.4 设 随 机 线性 规划 为 
mint 十 二 37 . 
s t. Ax=bri) (6.10) 
站 
其 中 随机 谈 量 上 的 密度 画 数 了 ) 在 [nm， 约 上 为 正 ， 在 5 和， 纪 ] 
外 注 0， 且 对 所 有 1 所 [to，!1,J， 随 机 线性 规划 (6.10) 都 存在 
非 退 化 的 解 ， 求 r+ (fr ) 的 分 布 趣 数 。 
解 ” 岂 记 设 仅 6，< 是 随机 的 ， 因 而 由 定理 6.3 詹 Ti 为 同 
从 、 改 可 设 随 机 线性 规划 (6.10) 的 内 部 互 不 家 交 的 决策 区 域 为 


Cp le) Ck = ls p i, [ios 1 二 Uj Lig 和 
息 王 虽 


Ea 
Plr(t)Ea)~ 》 H(z) 
号 = 

其 中 下 (2)=Pti 和 1 (1) )， 当 ?EC tr} 
全 ， 设 x* 是 随机 线 往 规划 (656.10) 的 最 优 基 本 可 行 解 , 网 * (1 ) 
sk 二 

1) 车 中 x*>0， 风 当 1 志 (2 一 co 时， 六 (1) 挟 
之 、 由 河 有 有 
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| 0， (2 ex) /dx"etie, 
Hr 2)= Tf 一 T itr), {zz —x /dx ty 
— Ti ox /dr Te), 其 它 


(2) 车 开 x 之 0， 则 当 1 字 (2 一 ox 人 /dx 有 时，、r (Ct) 


0， {2 —ox /dx St 
Ht2)=y TU) TU), C2 ox ) /dT st 
TOD— TLIC —erx*) /dix), 其 它 


(3) 著 中 se 一 0， 网 《ce 十 dT)7%x*=ceTx"*，、 故 有 


9， ex 
Hitz1= | 
T(t) — TT UL), CIX" 2 


其 中 人 T(z) 为 1 的 分 布 通 数 ， 


“三 ) 二 阶段 问题 

由 前 所 述 ， 所 谓 带 有 和 补 伴 的 二 阶 段 问题 是 指 求解 如 下 规划 
问题 ， 

min cx Ce} 
s.t. X20 {6.11) 

其 中 (x) 一 记 (SCx 6))，SCx， 6b》 为 规划 (6.5) 的 最 优 
慎 详 数 ，6b = 6b Cm) 为 随机 向 量 ， 分 布 次 数 请 st 已 知 。 在 带 
有 补 楼 的 二 阶段 问题 中 ，A% 与 4 的 偏差 用 By 来 拭 述 , 其 中 了 为 
本 X2 吉 阶 矩 阵 ，》 为 2 志 维 向 量 ，B8 称 为 补 供 矩阵 , 通常 是 瑚 机 
的 , 特殊 地 当 B8(%m) 二 时 称 为 带 有 完全 国定 补 楼 的 二 阶 段 癌 题 ， 
本 节 仅 介绍 一 种 最 简单 的 带 有 完全 补偿 的 二 阶段 问题 ， 即 当 召 一 
(Tm 一 Lem) 时 的 二 阶 自问 题 ， 它 称 为 具 有 简单 补 楼 的 二 阶段 
问题 ，。 

1， 具 有 简单 补 贷 的 二 阶段 规划 的 数学 模型 

引进 上 5 与 dx 的 正 久 偏 凑 向量 六 一 (3 一 (这 

+» 8 “ 


3a7 其 中 
bi Aix, 当 忆 一 好 LM 
+ | 


0 ， 上 其它 

Ax—b, BG 已 一 -wx 
Y= 

0 ， 其 它 


瀛 汐 4 的 第 了 行商 量 。 容 易 验 证 正 负 偏差 宙 量 满足 如 下 特性 ， 
2 
Wb A il 2,, Mm) 

著 记 了 = 二， 让 7， 则 当 B 二 0% 一 Jm) 有 时， 规划 C6. 外 的 约 

束 条 件 Ax 十 By 一 5 即 为 Ax 十 六 一 一 和 及 六 半生 ， 守 0。 

车 我 们 假设 规划 (6.5》 的 抱 罚 值 与 凡 差 成 正比 ， 并 记 d= 

〔〈 产 ， 全 F=f fies fe) 一 《9 则 规 

划 (6.5) 的 目标 函数 有 


dy=fry ty YY (fiy;+ 09797) 
Fr=1 
其 中 了 与 9 分 别 囊 示 正 负 坑 商 疝 量 的 权 系 数 (向 其)， 通 常 训 求 
J 0 0 f+g>0,， (i 二 1,23.….m)。 于 是 带 有 简 
单 补 人 的 二 阶段 规划 (6.11) 可 等 价 于 如 下 数学 规划 ， 


mine% 十 a| min 2 Cfiyi t+ gi yi) | 


1=1 
st. Ax 一 

0 (6.12) 
注意 到 上 述 (5.12》 规划 中 司 仍 为 随机 风量 ， 还 不 能 直接 求 
解 。 但 车 b= 二 C50) 7 中 各 5; 的 边际 分 布尔 数 铺 y,(11) 已 知 的 
话 ， 则 可 将 上 述 随 机 规划 转化 成 一 个 确定 性 章 数 学 规划 来 求解 。 

为 此 ， 我 们 先 给 出 下 述 引 理 。 
站 理 6.5 设 FCY》 是 随机 变量 5 的 分 布 函 数 ， 则 任 给 2》 有 
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全 _5aECi)= Po 一 们 PFC6 有 (6.1) 


证 明 若 唱 是 连续 型 的 随机 变量 ， 则 六 (4b) 存在 ， 用 分 部 
积分 法 即 知 (6.18) 成 立 。 所 以 妈 需 对 于 散 型 的 情况 讨论 。 讽 了 
的 分 布 列 汶 


p 和 
记 
G(7 -人 idaF(6)， SC 一 PC 一 人 FFC5)d 
由 积分 的 定义 知 


Gy) 一 3) 及 及 
hy 


G6) -和 V1 po ("FOB 


m= t 


二 二 1 m=1 雪 = 一 了 
i 
mm 9 pb fl, or 
m= 1 


当 台 < 时， 令 = 寺 1 0b br 
BI) FO B+ 1 一 | Fb db FO) 1 


= = 1, 2 
所 以 六 yp， 有 让 (3 ) 一 GCC )。 
。 382 ， 


而 和 时 ,CY 一 (2 一 0。 克 有 有 站 (3 一 和 7 )， 
即 (6.14 拉 式 对 离散 的 情形 也 威 立 。 口 

车 设 五 上) 是 规划 C6.1) 中 随机 向 量 扬 一 人 Pa Po 
店 忆 的 分 布 函数 ， 利 用 引 理 6.5 结论 可 将 随机 规划 (6-11) 篇 
:化 成 一 个 确定 性 的 数学 规划 问题 ， 这 是 出 于 


EE 
ECfiyt oyii= |{ _ CAx—b) dF Dd) 
+ {7%, fi -Learn 


= {Citg) (rb)dF(6) 
+fCEb Ax) 

= (fito) Ax—b) Fo) | 
+ (Eb Ax) + {Fit gdF lb) db 


= to) {PCD db tf Eb — As) 
:主意 到 疡 FEp 是 一 常数 ， 与 求 极 小 值 无 关 ， 故 (6.11) 等 价 于 ， 


mino 十 >) | Citroen (77 Fb db 一 上 dx 


f=1 
S20 
二 =， 则 上 述 二 阶 县 规划 模型 为 ; 


了 


mine 二 5 | —fihT Cfrt gr) 人 Poab| 
i] 


st .45 一 站 一 种 区 人 《6.147 
z， 最 优 解 的 等 价 条 件 
下 面 我 们 将 证 明 ， 在 特殊 铺 形 下 ，(6 .1 人 的 最 优 值 有 限 ， 并 
坷 出 (6.1 和 0 的 最 优 解 点 的 充分 必要 架 件 。 在 给 出 这 些 定理 之 前 ， 
我 们 先 来 看 一 个 例子 . 
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例 5.5 min%!+ Emin2y” 
s.t. w+T%s=100 

wt yy =b 
Xi Xe Vr 0 


其 中 5 在 区 间 《70，80) 上 了 服从 均匀 分 布 。 试 求 该 规划 的 最 优 俏 - 


与 最 优 解 。 
解 显然， 其 第 二 阶段 的 规划 为 
min 2» 
st. yr—y=b—x 
0 
所 以 
2(68 ~—x), b—x >0 
SX. )= | 
0 ， 6 一 x 


ES(x, 5 一 | 2(6 —x)dF(b) 


fab x)dr(s) O70 


一 全 2 Cb —x)dF(tb) 70<x,<80 


x 
, 0 80X100 
150— 2%, 0 N70 
-| (807+ xi—160%.)/10 70<X 0 
0 80<x.E100- 


贸 此 
iinxXi 十 芋 SCY bp) 
st. 5 十 各 一 100 
Xl sr 
的 最 优 值 为 77.5 ， 其 最 优 艇 为 才 一 75， 闻 一 25。 
定理 8.6 设 妃 仅 在 [如 ,5 内 取 什 (一品 < 了 之 十 0 
1 一 1，…， 和 )， 则 
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min D2) | —fivt {fit gi) [i Po | 


1 


s.t. SER (C6,15) 

葛 最 优 值 用 限 此 外 ， 滑 所 还 是 连续 型 的 随机 商量 ， 则 《6.15) 
存在 最 优 解 ， 
证 明 证 


Ry) efiyt (ftg) | ”Fide 
显然 有 


TI rm 
min 2 Ri (4) ~ > minRCy) 
YEPR™ 1 =1 ] 上 


当 ji 委 本 时 有 已 C9) 和 = 一 fy1/， 故 有 nin Ry) = — ft. 
by 
当 yi 守 嫩 时 有 
1 ， 
Ry) = fit og) Fb db ft gy — bfit gg) 


bt 
miy Ry) = to) | Flbddbt ob) bf gr) 
J 一 5 


注音 到 题 设 所 仅 在 C83， 四 ] 上 取 情 , 大 当 员 二 时 有 FC 一 
0 ， 电 此 可 知 ，。 min Ri(yn 亦 是 有 限 的 .综合 上 述 可 知 (6.15) 
AD 


了 


谣 最 优 慎 有 限 . 
当 媚 为 连 线 型 随机 变量 时 ， 由 于 书 (31) 在 5 如 如] 上 连 
续 ， 故 必 存 在 y* 万 [如 ，6D, 使 得 RCyD 一 minRiCy7), 即 (6.15》 
. i 


存在 景 优 解 ， 


$6.2 马 氏 决策 规划 


决策 是 一 个 于 分 广泛 的 词 ， 大 至 宇宙 世界 ， 小 至 个 人 生活 都 
:有 不 少 问题 需要 人 们 来 进行 决策 , 具 不 过 这 些 问题 有 难 有 易 而 已. 
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六 们 昌 然 很 早 以 来 就 接触 到 需要 决策 的 问题 ， 但 对 决策 的 正确 共 
识 和 重视 则 基 近 几 十 年 的 事 。 过 去 由 于 需 要 决策 的 问题 范围 小 ， 
也 比较 简单 ， 人 们 只 需 赁 异 个 人 的 各 验 和 窑 力 就 能 作出 较 好 的 决 
策 ， 困 此 人 们 并 没有 自觉 地 认识 到 凑 策 的 重要 性 ， 蝎 认识 不 到 有 
必要 去 探讨 下 策 过 程 的 规律 性 ， 使 决策 过 程 科学 化 ， 以 恒 自 觉 地 
抛 导 决策 实践， 提高 交 策 水 平 。 在 人 类 漫长 的 历史 长 河中 ， 虽 然 
世 活 项 了 许多 未 出 的 政治 和 家、 军事 家 、 经 济 察 和 和 外交 家 ， 他 们 都 
莹 在 不 同 领域 代 出 过 许多 被 视 为 典范 的 卓 赵 并 策 ， 至 令 仍 为 人 们 
订 传 颖 和 借鉴 。 但 所 有 这 些 也 仅仅 为 人 类 的 决策 活动 提供 了 一 些 
范例 和 革 些 特定 的 原则 ， 还 没有 形成 科学 的 并 策 方 法 论 体 系 ， 随 
着 科学 、 生 产 和 社会 的 发 展 ， 人 们 遇 到 的 问题 的 范围 越 求 越 大 ， 
情况 直 来 越 揽 杂 ， 许 多 新 的 、 过 去 从 来 接触 过 的 问题 需要 人 人 们 对 
它 寺 行 研 究 和 决策. 虫 于 轻率 各 不 笠 学 的 决 和 党 所 振 来 的 巨大 和 危害， 
迫使 大 们 不 得 不 摆 谭 过 去 那 种 单 作 主观 经 验 判断 而 作出 决策 的 情 . 
名， 转 而 对 一 些 客观 的 .科学 的 决策 思想 和 方法 进行 总 策 和 研究 . 
当前 由 于 竞争 环境 的 改变 和 科学 技术 的 飞速 发 展 ， 新 产品 、 新 技 
术 不 断 出 现 ， 以 及 国家 对 经 济 的 干预 ， 社 会 对 企业 的 压力 ， 使 管 
理 者 认 锅 到 ， 如 何 及 时 根据 政治 、 经 济 和 方面 的 迹 化 作出 合理 的 
战略 决策 ; 是 一 个 企业 成 败 的 关键 。 它 比 企业 内 部 提高 工效 , 增加 
产量 等 问题 更 为 重 村。 战略 闫 策 错 了 ， 缠 如 产品 没有 销 略 ， 符 产 
得 不 才 损 拓也 越 和 多 ， 所 以 管理 的 重 扣 必须 转向 决策 ， 交 其 是 转向 
战略 决策 上 来 ， 这 是 实践 的 需要 。 管理 实 践 迫 切 需要 一 套 能 指导 
管理 决 筑 的 决策 理论 和 方法 ， 因 此 以 羡 国 经 济 专家 H.A .Simon 
为 首 的 管理 决策 学 派 就 应 和 运 而 生 。Simon 认为 “ 符 理 就 是 决策 ”， 
“管理 的 关键 在 于 凑 策 ”， 这 是 管理 测 论 发 展 中 的 一 个 大 变化 ， 商 
策 科学 也 就 在 这 种 情况 下 产生 并 得 到 发 展 . 

决策 科学 的 发 展 ， 也 与 本 世纪 五 十 年 代 以 来 科学 技术 的 迅猛 
发 展 有 关 ， 当 时 出 现 的 控制 论 ， 信息 论 、 系 统 论 等 一 批 机 向 学科 
与 综合 学 科 为 人 类 的 决策 活动 提供 了 新 的 思想 和 方法 论 ,- 电子 计 - 
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算 机 的 出 现 双 为 人 类 的 玖 策 活 动 提供 了 定 晤 分析 的 于 段 。 另 一 方 
冲 ， 心 蚂 学 、 社 会 心理 学 在 研究 人 类 决策 活动 的 心理 因 束 和 社会 
岗 索 方面 也 取得 了 重大 成 就 ， 从 而 为 人 类 的 决策 过 程 . 创新 思维 ， 
参与 决策 等 课 是 提供 了 新 的 思 政 。 有 了 这 两 方面 的 发 展 ， 使 得 人 
人 攻关 第 活动 中 的 人 、 牧 、 机 等 各 方面 因素 的 作用 ， 有 了 比较 全 
渔 的 认识 ， 对 复杂 系统 的 决策 进行 定性 、 定 量 分 析 也 有 了 各 种 方 
法 各 手段， 从 而 使 决策 科学 逐步 完善 起 来 ， 

决 繁 科学 由 于 其 研究 范围 的 广泛 性 ， 因 而 所 包 售 的 内 容 十 分 
丰富 。 广 研究 确定 性 多 阶段 (或 连续 ) 最 优 决 策 的 “动态 规划 ”， 
研究 且 有 无 后 效 绪 柳 的 动态 随机 系 芝 最 优 序 贯 决策 的 “virkov 
决策 规划 ”， 基 于 主 驶 概率 与 效用 省 数 有 机 结合 之 上 的 “ 决 氛 分 
"要 究 多 人 具有 竞争 性 决策 的 “对 策 论 ”， 友 究 多 指标 决策 癌 
二 各 “多 目标 决策 "”， 研 究 解决 举 结 构 化 或 无 结 袍 化 问题 的 计算 
世锦 盎 决 策 工 具 的 决策 支持 系统 等 等 ， 本 季 主 要 介绍 Markov 决 
党 说 划 的 基本 内 容 与 方法 ， 

Markov 决策 规划 是 解决 随机 性 序 贯 决策 问 题 的 重要 分 支 学 
科 。 所 请 序 贯 闫 策 是 指 这 样 一 类 多 阶 稻 决 策 问 题 ， 在 系统 的 运行 
过 程 中 , 它 不 是 作 一 次 决策 就 结 来 , 而 是 在 一 系列 观察 时 刻 点 上 都 
楼 作出 决策 . 且 系 统 状态 的 转移 是 事前 无 法 确切 知道 前 随机 事件 . 
在 每 个 观察 时 刻 ， 雇 策 者 首先 报 据 观察 所 得 芍 系 统 状态 ， 从 其 所 
有 备 选 方案 中 侈 择 一 个 方案 ( 即 作 出 决策 ) 执行 ， 然 后 再 观察 下 
一 时 刻 系 统 出 现 的 状态 ， 据 此 再 次 必 新 的 决 征 ， 恕 此 一 步 一 步 地 
直行 下 去 ， 如 果 在 序 导 决策 过 程 中 ， 系 统 状 态 的 转移 服从 已 知 的 
要 全 漠 律 入 与 系统 己 前 的 发 展 历 史 无 关 ， 则 称 这 类 系统 为 具有 无 
后 殊 性 ‘或 Markoy 性 )、 并 称 和 解决 此 类 序 贯 决 入 问题 的 数学 模 
型 为 .rkov 决策 规划 (以 下 简称 马 氏 决策 规划 并 简 记 为 MDP)。 
在 马 氏 决策 规划 中 ， 系 统 状 态 的 转移 规律 与 选用 的 方案 两 者 交互 
在 记 说 定 了 系统 的 发 展 进程 ， 并 使 快 策 者 获得 一 定 的 经 济 效益 。 
请 直上 记 类 天 锁 的 中 心间 题 是 在 备 时 刻 如 何 选 择 方案 、 使 系统 运行 
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的 全 过 程 在 某 种 意义 下 达到 最 优 运行 效果 ， 

MDP 的 基本 思想 渊源 于 本 世纪 五 十 年 代 。1957 年 Bellman 
利用 Markov 决策 过 程 的 术语 ， 以 车 各 的 “最 党 性 原理 ”作为 出 
发 点 进行 研究 ， 但 未 获 突 破 性 进展 。1960 年 Howard 在 其 名 车 
《动态 规划 与 马尔 柯 堪 过 程 中， 放弃 了 以 最 伐 性 不 理 作 为 研究 
的 庙 发 点 ， 转 而 对 六 些 特定 的 目标 画 数 〔 准 则 范 效 ) 来 研究 。 从 
斑 乍 理论 上 获得 了 不 少 结果 。 与 此 同时 MDP 的 算法 也 逐渐 得 到 
了 于 解决 ， 这 就 使 MDP 开始 走向 实用 化 。 旧 前 利用 MDP 理论 可 
解决 最 优 库存 问题 、 排 队 系 统 的 最 优 控 制 问 题 、 机 器 的 最 优惠 换 
及 维修 策略 问题 等 等 ， 并 在 水 库 的 景 优 调度 、 矿 山 的 最 优 闪 人 收 问 
题 、 最 优 放 矿 问题 等 得 到 了 很 好 的 应 用 ， 因 示 了 该 学 科 的 巨大 生 
合力， 


(一 )" 马 氏 决策 规划 的 数学 描述 


一 般 地 说 ， 马 氏 决 策 规划 可 由 一 个 五 元 体 {S，(CACi), i 
刁 5)，P，r， 洲 } 来 描述 ， 为 了 使 读者 能 确切 理解 上 述 五 元 体 
的 数学 食 义 ， 首 先 介 绍 一 个 机 器 维 惨 问题 ， 然 后 对 策略 类 及 常用 
目标 函数 (准则 函数 ) 作 一 介绍 。 

1， 机 器 维修 问题 

例 6.6 等 月 期 地 (如 一 天 ) 观察 一 认 运 行 矢 的 机 器 , 设 在 每 
个 同期 的 初始 时 刻 观 察 它 的 运行 情况 ， 机 器 可 能 处 于 两 个 状态 之 
一 ， 正常 运行 ( 记 为 1)， 出 故障 { 记 为 2)， 在 任 一 周期 车 正 
常 运行 ， 可 收入 区 元。 到 下 一 周期 初 ， 仍 处 于 正常 运行 的 可 能 
性 为 0.7， 处 于 出 鼓 障 的 可 能 性 为 0.3。 因 为 系统 状态 的 转移 是 
戎 机 的 ， 因 此 当 机 疾 处 于 正 党 运行 状态 时 选择 的 方案 显然 只 有 一 
个 ， 即 继续 生产 〈 记 为 sm)， 但 当 术 器 处 于 故障 状态 阿 ， 殉 有 两 
个 方案 可 供 选择 ， 快 修 〈 记 为 es) 和 常规 修理 〔 记 为 a,))。 在 快 
人 时 要 付费 用 5 元 ， 而 该 时 县 能 修复 的 可 能 性 为 0.6， 在 常 疮 修 
理 时 需 付 费用 2 元 ， 且 在 该 时 段 能 修复 的 可 能 性 为 0.4。 问 在 各 
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个 半期 初 ， 根 据 观 察 到 的 状态 ， 应 如 何 选择 方案 ， 使 在 整个 考察 
期 内 某 种 期 望 收益 为 最 大 。 

和 解 ”容易 看 出 ， 每 个 阶段 状态 转移 规律 与 收益 都 依 顿 于 选用 
的 方案 zz， 了 以 P671i， as) 表示 在 时 刻 1 观察 到 系统 状态 为 1， 
选用 方案 为 0。 于 (+ 十 1) 时 刻 转移 到 状态 了 的 概率 。” i， 
6 ) 表示 在 时 刻 夺 观 察 到 系统 状态 为 ， 选 用 方案 为 时 所 获得 
的 收益 。 显 航 Ptrlfr sc) 与 ri 了 ,9) 都 与 1 时 刻 以 前 系统 
的 历史 无 关 。 将 Prli al) 和 r (i, 4) 的 数值 列 考 如 下 ， 
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用 了 表示 如 下 的 映射 ， 当 观察 到 系统 状态 为 1 时 ， 选 择 方案 
4。 当 观 察 到 系统 状态 为 ?时 ， 建 择 方案 aa， 即 六 (17=au 
《2) 一。 类 似 地 , 车 令 8 衬 示 如 下 映射 ， 9 (1)=a 9g(2) 
一 as， 则 了 ，2 称 为 方案 记 择 规则 (或 称 决策 规则 )， 

当 + = 0 时， 根据 选择 规则 从 站， 9 中 选用 一 个 决策 ， 记 为 
f。( 相 应 得 出 选用 的 方案 )。 从 状态 1 出 发 效 得 赂 益 7 (i， 
fC i)), 

f 二 工时， 机 器 转移 到 状态 7 的 概率 为 PE， Fi 
《i 了 1 23》， 同 样 从 ff，9 中 人 选 用 一 个 决策 ， 设 为 上 总， 由 于 
状态 转移 是 随机 的 ， 因 而 获得 的 收益 也 是 随机 的 。 其 期 望 收 益 为 


旺 
加 PCD 人， 六 (7)7。 


i=1 
f = 2 时， 转移 到 状态 上 的 概率 为 PCB|j,， (7 了 )) (&， 
f=1, 2)， 再 从 f， 中 选用 一 个 湛 策 ， 记 为 1。 校 次 二 去， 
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得 一 决策 序列 {fo, fs fa fas “0 《相应 可 得 里 方 案 序列 ), 将 
其 记 为 +, 称 为 筑 蜡 ， 由 于 收益 是 从 上 = 0 时 开 娩 计算 的 , 考虑 到 
经 济 .上 利率 购 影响 ， 则 在 1 时段 的 单位 效益 可 折合 成 初始 时 刻 + 


一 0 时 的 值 所 ,其 中 一 了 十 g， 《这 0。 因此 ，+ 一 0 时 从 状 
态 i 出发， 长 期 的 期 望 折扣 总 收益 为 


2 
Far 3) ri fi) tA >》 Phi fi))r (i, 
j=1 


? 


3 
TDTPF DY 2D) POF Ef i PCRII, 


R=1 = 上 


六 (了 四 了 (下 六 人力 十 (i=1, 2) 


retr，1) 就 是 等 量 本 问题 策略 优 劣 的 准则 。 当 系统 的 状态 转 
欧 律 已 知 时 ， 它 显然 是 初始 状态 { 和 策 歼 = 的 函数 ， 本 问题 就 是 
寻求 这 样 的 方案 序 刑 "， 人 使 Ys (x ，+) 获得 最 大 值 。 
2，、MDP 的 数学 描述 
一 个 离散 时 间 的 MDP 模 型 其 由 {S，(4(f)，1 ES)， 
五 ，r ， 瑚 五 个 部 分 组 成 的 。 
S 为 状态 室 间 ， 本 节 傣 设 S 为 有 限 舍 。 
ACI) 为 状态 1 王 S 的 备 选 方案 旬 ， 假 设 i 伍 S$S，A4(1i) 为 
有 限 集 . 
忆 为 系统 状态 转移 律 ，PCj1i， 04) 表示 任 一 时 刻 7 了 (ft 
一 0，1，2，"…) 系统 处 于 状态 1， 选 肌 方案 az 拓 411) 后 ， 
在 (1 十 1) 时 刻 转 移 到 状态 ) 的 概率 。 它 与 系统 在 ! 之 前 的 历 
网 无 关 ， 也 与 时 刻 上 无 关 ， 且 满足 
POIli, oa) 0 (oaEAti), i, ES) 
YD) PCNis oa)=1. (a€EA(i), iES) 
jE 
今夏 二 {i ，a)faEACiD)，i 亿 S$S},，r 是 定义 在 上 
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的 单 半 函数， 称 为 收益 阔 数 ，r 1，a 表示 在 任 一 时 刻 上 ， 系 
统 处 于 状态 ? ， 选 用 方案 a 时 所 获得 的 收益 ， 

玉 是 定义 在 卫 x 3 上 的 单 值 实 函数 ， 攻 为 目 讨 ， 其 中 玖 是 全 
体征 略 构 成 欧 集 会 ，5S 为 状态 空间 ， 对 任意 锐 定 前 策略 工 所 7 厅 ， 
tiES，Fr，) 表示 =0 时 从 状态 i 出 发 ,用 策略 7 所 
获得 的 目标 值 ， 它 是 衔 基 不 同 策略 优 劣 的 标准 。 

当 结 定 一 组 S，{A4C1)，j 全 5S}，P，r， 六 时 ， 我 们 就 
认为 给 定 了 一 个 具体 的 MDP 模型 . 

3 策略 类 与 目标 函数 

我 们 把 从 状态 空间 S 到 备 选 方案 靠 4( 下) 的 栅 射 了 叫 伍 方案 
选择 规则 《或 称 决 策 规则 )， 全 体 决 策 规 则 所 成 之 集 记 为 王 。 

定 光 和 .2 任 一 决策 规 邮 序 列 工 = (下,， fy fe wfEr. 
1 对 (10，1，2，…) 称 为 马 氏 策略 ， 其 中 广 是 在 时 刻 上 选择 
方案 的 规则 。 显 然 ， 它 不 依赖 于 时 刻 夺 以 前 系统 的 历史 ， 只 要 并 
道 时 刻 1 及 该 时 刻 系 统 的 状态 i ， 按 照 = 选择 的 方案 万 (i) 就 唯 
一 决定 了 。 全 体 马 氏 第 酷 所 成 之 集 记 为 I%， 称 为 马 开 策略 类 ,车 
在 切 氏 策略 中 ， 于 上 时 刻 选 择 方案 的 规则 【 记 为 zDD) 具有 随机 性 ， 
即 在 时 刻 :! ， 系 统 处 于 刘 时 选用 方案 4 的 概率 为 TCaliD， 且 
wa 0 (aliD=1, 则 称 这 种 二 (zoris 7 

EA . 
…》 为 随机 马 氏 策略 . 全 人 迟 随 机 马 氏 策略 所 成 之 集 记 作 I。， 称 
为 随机 马 瓜 策略 芝 。 车 在 1 时刻 选 择 方 案 的 规则 Tw 不 私 是 随机 
和 的， 而 生还 依 藉 于 ! 凡 前 历史 ， 则 称 这 样 的 一 (rw 让) 为 
一 般 策 吵 ， 简称 策略 . 全 体 策 略 所 成 之 集 记 作 可 ， 称 为 策略 空 
条。 容易 看 出 ， 各 策略 类 之 间 满 足 关 系 TCUsCI。 

在 MDP 中 常用 的 上 月 妹 有 以 下 三 种 ， 

11) 有 限 阶段 目标 了 wwfz) 

令 了 了 了， 寻 别 表示 在 时 刻 上 所 观察 到 的 状态 和 决 策 者 所 选 
用 的 方案 - 由 于 状态 转移 是 随机 的 , 因而 1 时刻 所 选用 的 方案 也 起 
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随机 的 ， 帮 了。 4; 均 为 随机 变量 。(Yo，Ao， 了 Li …) 为 
-- 郊 获 时 间 人 参数 的 随机 过 程 ， 注 意 到 这 种 随机 过 程 依赖 于 所 选用 
的 策略 工 ， 故 用 符号 24) 表示 。 

令 (TT) 二 了 (Tn < 显然 有 Cr) 也 是 随机 变量 ， 其 中 
r 为 收益 沙 数 。R,(x》 表 示 由 策略 55 决 定 的 号 氏 决 策 过 程 第 
阶段 的 收益 函数 . 

对 给 定 的 自然 数 导 ， 选 用 策略 #7 及 i 捷 S5S， 
令 


0 


1 


N 
Vv, f= DY ECR Y= 1) 
+ 二 
= Dp PY = ij, A 
i= 


0 dEA(i} 
i 生字 
=alY,= 1?}r(i,.a) 
则 VwCz，i) 表示 采用 策略 下 ， 在 1 = 人 0 时 从 状 访 出 发 直到 
时 刻 入 所 获得 的 期 起 总 收 益 ， 设 wt 下) 家 示 一 列 疝 量 ， 其 第 
个 分 量 为 了 v(r，i) ES， 则 Fw) 称 为 N 阶 眉目 标 ， 
有 时 为 了 简便 ， 我 从 不 据 明 叭 段 数 MW， 而 统称 为 “有 限 阶 段 目 
标 ”. 以 有 限 阶 段 目 标 作 为 只 标的 MDP 称 为 有 限 阶 段 模型 。 
‘2) 折扣 目标 Fat ) 


令 


Vax, i)= D! PELRCANY, = i) 
f= 


=olY= i}r(i, oa) (iES, FE 
0 之 8 之 1 称 为 折扣 因 于 ， 它 是 事先 给 定 的 、VFaw，17 训 承 
用 策略 x*。 在 1 = 0 时 从 状态 i 出 发 所 获得 的 长 期 折扣 期 起 总 
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收益 。 
若 考 虑 有 限 阶 段 、， 则 上 述 目标 为 


By Wy 
Vousr, = Dp Pei A 

t= EACEY 

= 
= aly,= i}r(),0) 
{iES, EH, OPA<1) 
以 YYwt TT》 表示 一 列 向 量 ， 其 第 i 个 分 量 为 a(R 1)， 划 
Vs( x) 称 为 以 折扣 目标 作为 准则 的 MDP， 简 称 为 折扣 模型 。 

(3) 平均 目标 YC*) 
对 任 给 的 “rE 末 ，iES， 令 


_r 
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~ 
N+1 
其 中 站 s(x，i) 为 有 限 阶 段 晶 标 ，Yw(7，。 i) 表示 采用 策 略 
在 = 98 肝 从 状态 1 典 发 ， 前 NN 十 1 阶段 的 平均 期 望 收 益 ， 
当 考 虚无 限 阶 眉 芍 平均 期 户 收 益 时 ， 令 
pe » 人 » Vu{ rr, ] ) 
天 CT， = im inf 于 于 


vy 
=- lm in 了 DD Pd 
-=fi, A=alY ,= itrti;, a) 
(iES, EN) 
VC(7， 1 ) 即 表 示 用 策略 z， 在 一 0 时 从 状态 让 出 发 的 长 期 
每 单位 时 间 平 均 期 望 收益 。 令 VY(z) 为 一 列 向 量 ， 其 第 【个 分 
量 为 了 Cr， 1)， 则 称 亦 (二 ) 为 长 期 每 单位 时 间 平 均 期 望 目 标 ， 
篇 称 平均 目标 。. 以 平均 具 标 为 准则 的 MDP 称 为 平均 模型。 
与 一 般 的 量 优 化 问题 一 样 ，MDPE 首 先 长 解决 “最 优 ” 的 概 
念 问题 。 因 此 在 本 节 中 我 们 首先 定义 最 优 策 格 与 最 优 值 函数 的 要 
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， 然后 讨论 在 上 述 最 优 社 定义 下 ， 对 于 各 种 MDP 模型 ， 其 最 
全 入 中 是否 让 在 3 革 不 存在 ? 他 酝 宇 条 各 流明 的 意义 下 趣 在? 衣 
否 在 小 的 策略 类 中 找到 最 优 策略 (或 近似 最 优 策略 )? 并 给 出 求 
解 最 优 策 格 的 有 效 算 法 。 


(二) 有 限 阶 段 模型 


所 谓 有 限 幅 眉 黎 型 ， 由 前 所 述 知 ， 它 表示 在 一 全 MDP 模型 
{S，(dCT)， TIES)?， 记 YY， 玉 } 中 ， 其 目标 函数 瑚 的 交 盐 
只 计算 到 结 定 的 有 限 阶 段 N。 亦 即 对 于 给 定 的 自然 数 N 选 用 策略 
工 及 状态 开拓 SS， 决 策 者 在 上 = 0 时 从 状 翔 i 出 发 直到 时 刻 N 所 
获得 的 普 收 益 由 如 下 形式 来 计算 ， 


N 
VaCx, 1)= 》 EERCAYY,= i) 


t= 


~N 
一 >» > P{Y,= j » 2 
1=0 cEeEACi) 
1 守信 
= oI,= i } fy G) 
下 面 我 们 将 介绍 有 限 阶 段 模型 中 虹 优 策略 的 概念 ， 最 优 策 略 
的 存在 性 问题 及 其 求解 算法 ， 
1. 最 优 策 申 及 其 存在 性 
定义 6.8 在 有 限 阶 航模 型 中 ， 若 存在 一 个 策略 5' 己 卫 , 使 得 
对 任何 工 算 严 、 全 S$S 均 有 
FF， 了 PR 下 ) 
则 称 x* 关于 有 限 阶 段 准 则 是 景 化 的 ， 简 称 为 最 优 策略 ; nt") 
二 (Vn) Vr 2 V1)) 称 为 关于 有 
限 准 则 的 最 优 信函 数 ， 简 称 为 最 优 值 还 数 。 这 里 的 最 优 是 关于 所 
有 初始 出 发 状态 了 同时 达到 最 优 . 这 种 联 优 性 概念 自然 是 很 强 的 . 
其 中 设 S={1,，2,:" 1}。 
定理 .7 在 有 了 上限 阶 眉 模型 1S，(4(T)，1GES)，Pr， 


”39 和 “ 


Vn 中， 设 S 为 有 限 ， 所 有 A i ), 1 ES 永 均 为 有 限 ， 同 必 有 存 
在 一 个 马 氏 策略 r= (fi, 三 ， 《7 fs EF, 1 = 1 
入 关于 有 限 阶 段 模 型 是 景 代 的 ， 即 对 于 任何 # 守 五 ，i 伺 SS， 有 
Vw, dVn(n, 1) 

证 明 路 ， 详 见 文献 [12D 。 

2， 向 后 归纳 法 

在 确定 性 动态 规划 问题 求解 中 ， 向 后 归纳 法 是 寻求 最 优 策略 
的 有 效 解法 。 下 面 的 定理 指出 ， 它 同样 是 求解 有 限 阶段 Markov 
决策 规划 问题 由 最 优 策略 与 最 优 值 函 数 的 有 效 解 法 。 

定理 6.8 在 状态 集 与 所 有 行动 集 均 为 月 限 的 有 限 阶 段 模型 
中 ， 定 义 函 数 2( i )， 使 其 满足 如 下 等 式 ， 


Vi = 0, jES 


1 
1 ACE)m max [rlisa)t+ Dy PPiy oe ) 
\ Ed(CT3 ,全 


= POCO) 
:ES 


i (6.16) 

n=N， N11 N22 0 
则 当 上 述 算 式 求 出 的 一 C3C1)，&C2)，…， 了 3( 41)) 即 为 
有 限 阶段 模型 的 最 优 值 函数 ， 即 对 每 个 iES， 均 有 FCID)= 
a 入 Vn, i 7 与 此 同时 求 得 的 决策 序 列 nr= (ff, "sy 


局 即 为 最 优 策略 ， 其 中 设 S=t1, 2,.，1}， 

证 明 略 ， 详 见 文 献 [122， 

由 于 所 有 的 AC 1)，; 弓 S 均 为 有 限 ; 而 S={11,，2,*…，]} 
为 有 限 ， 故 由 (6.16) 式 求 得 的 太 ( 1 了) 一 定 存 在 ， 且 达 到 最 大 
的 行动 可 能 多 于 一 个 此 时 可 任 束 一 个 作成 (i 让))。 定理 6.8 不 
仅 和 解决 了 有 了 眼 阶段 模型 求解 最 优 筑 政 的 方法 问题 ， 而 且 给 出 了 更 
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为 丰富 的 信息 。 事 实 上 ， (6.16) 式 宪 明 ， 对 性 何 #， rl 记者 
示 在 阶段 ?， 从 状态 ?出 发 ， 在 余下 的 入 十 1 一 ;阶段 的 量 优 期 
望 总 报酬 Cf， 了 ys …， 则 也 构成 从 r# 到 NN 阶段 的 晤 优 策略 ， 
这 也 体现 了 Hellman 前 “最 优化 原理 ”。 

例 8.7 试 求全 65.6 中 当 和 N= 3 时 的 最 优 策 覆 与 最 优 值 函数 。 

和 解 “ 由 于 机器 上 共有 两 个 状态 ， 芭 SS-= 10，1)》， 故 最 优 值 函 
数 克 形式 为 3 一 C3C1)，V3C28))， 其 中 下 (1) 与 VC2) 可 
通过 (6.16) 式 分 别 求解 得 到 。 注 意 到 题 设 取 六 = 3 ， 因 而 根据 
各 后 归纳 法 的 求解 顺序 应 为 PC 了 Vs 一 下 了 天 了) 
VR?)， 其 中 i 了 可 取 1 或 2。 下 面 分 别 剂 出 #8= 二 3，2，1， 
0 时 按照 (6.16) 式 计算 的 有 关 结 果 。 

(1) n=3 

VC1)=Ys(2)=0 


V1)= max a, a)+ 2 POCO, 2 


TEAt1? [RY 
一 了 【(1， Bi 一 30 
fC 1) =a 
VC2)= max | G 7) 十 2 Priil2, os 
冲 导 由 人 35 jes 
=maxtrT (2, Ga [和 ga)} 
一 maxt 一 5， 一 2 一 一 了 
fC 2)=a, 
(2) n=2 


Vl) = max WE > PCOil1, oo 
二 全 全 1》 


1/ ES 
= 1, OFTO.FXxXI0+0.3xX(— 2)=16.4 
fC 1) =0, 
» BoB * 


Va)= HAT | a)+ 2 posla om] 
‘ 


"EAtDY r= 
=maxt FC d+0.6x10+0.4x (— 2), 7 3，da) 
+O.dxT0+0.6x (2) =max{0.2, 0,8 =0.8 
下 (2 一 0s 
{3} n= 
ViC1)= max a, a)+ 2 Peace 
EATlY feEs | 
m0+0.7 X16,4+0.3X0.8~=21.72 
fC 11) = 
Vt2)= max re, 如 ?十 >) Plijl2, rc) | 
aEA(2) jEs 1 
=max{+ (C2,0) T+0.6% 16,4+0.4X0.8, FC2, qs) 
+0.4x16.4+0.6x 0.8} 
—max{s.16, 5.04} =8.16 
fC2)=0, 
(4) r=0 
Vi 1)= max | ao)t ?| PCill, ors) | 
EA(l) j 守 ss 
一 30 十 0.7X21.72 十 0.3X5.16 一 26.752 
并 (17 一 0 
VIC2)= max (re 9 ) 十 >) pCila, eyraci)| 
3 会 42) jes 
=max{— 5 +0,6x21.72+0.4xXx5.16,， 一 2 十 0.4 
x21.72+0.6x5.16} =max{10.096, 9.784} =10.096 
FC2)=e, 
由 定理 6.85 得 知 最 优 值 沙 数 为 
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Ve= (1), VC2))= (206.752,10.0986) = (V(x*, 1), 
(Cr 2)) 栅 应 的 最 伐 策 略为 
T=, ff fID=(f, Ff, 9, 9) 
其 中 
[a:， 二 1 「aei， 一 | 
/| "2 一 | 
‘das 2 二 2， 
运用 有 限 阶 段 模 型 的 沿 后 归纳 法 来 求解 马 色 惧 策 规划 问题 虽 
然 求解 比较 简单 ， 但 却 有 一 个 前 担 ， 必 须 确 切 知 道 该 序 贯 决策 问 
题 将 在 某 有 限时 侨 内 妆 率 。 然 而 在 很 多 实际 问题 中 ， 人 人 们 往往 无 
波多 定 该 系统 在 什么 时 候 结 束 ， 有 了 时 ， 即 司 知 道 它 在 有 限时 间 结 
来 ， 但 由 于 单位 时 间 长 度 通常 都 取得 较 小 ， 因 而 阶段 数 N 十 1 仍 
热 很 大， 从 而 导致 较 友 和 钓 计算 量 ， 因 而 我 们 还 需 考 虚 别 的 模型 来 
加 书 补 充 ， 己 便 取 长 补 短 ，。 


(三 ) 折扣 模型 


所 亩 折扣 模型 ， 由 前 所 述 知 ， 它 表示 在 一 个 MDP 模型 中 ， 
其 目标 函数 采用 刘 下 形式 ， 


Voz, i)= 》 PEARCAY,= i} 
[和 


= pa Bp 了 P.{Y,= J， := 0 Ye 
了 一 站 uoEAtiY 
iES 
= i}r(i,a) 
其 中 如 (有 EC0，1 为 称 为 折扣 铭 子 ， 通 常 认 为 是 事先 给 定 的 。 
下 面 我 们 将 介绍 折扣 模型 中 最 优 策略 与 平稳 策略 的 概念 ， 最 
优 策略 的 基本 理论 及 求解 算法 ， 
T， 最 优 策 略 及 其 存在 性 
定义 8.4 在 折 所 模型 中 。 设 "和 皇 呈 为 一 结 定 策略 ， 若 对 任 
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给 的 了 和 抵 焉 ，， ES。 考 有 

VCr*, i VaC Ts i) 
则 称 x* 关于 折扣 模型 是 8 折扣 最 优 的 ， 简 称 为 8 景 优 的 ， 或 称 
x* 为 最 优 策 略 。 

定理 6.9 症 折 卸 模型 中 ， 当 状态 集 S 及 所 有 ACi)，i 伍 
S 殉 为 有 限时， 必 存 在 一 个 马 氏 策略 志 ”使 得 对 任 给 的 了 E 3 及 
任意 的 地 算 训 ， 均 有 

Vatx*, BE 1) 

证 明 略 ， 详 可 见 文 献 [I23。 

该 定理 说 明 ， 在 全 体 策略 类 二 上 导 求 最 优 策略 等 件 于 在 小 得 
多 的 马 氏 策略 类 Te 上 寻求 最 优 策略 ， 这 就 使 寻求 最 优 策 路 的 搜 
索 范 围 太 大 缩小 从 而 节省 了 大 基 的 工作 量 ， 

考虑 到 Va( rn， 了 的 分 量 形 式 书写 繁 现 , 故 引入 矩阵 符 导 ， 
以 简化 后 述 运 算 形 式 。 

设 二 = 《fo， 万， 3 fe "ENS, 其 中 fx 未 示 马 氏 岂 策 过 
程 第 步 时 决策 者 所 采取 的 行动 规 风 ，k EEN 一 {0 1， 2.)， 
则 谍 决 策 过 程 从 1 一 坟 到 + 一 中 十 工 的 一 步 转 移 礼 率 显 然 是 六 的 
函数 ， 可 了 配 成 PTFTivAFrDD i jES=11, 2 1), 
并 显然 有 

Palilis fiD20 1, jES, hEN 

> POili, fi)=1 iES 
jj 三文 
并 记 
Pio0=CPO Ni, fli))) 
同 理 ， + = 时 的 收益 也 是 二 的 阴 数 ， 可 写成 rr(i， fC))， 
1 和 3S， 并 记 
CE 
TCD 
再 可 入 乒 阵 符号 P(x )， 六 定义 
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P(x)=1 


POR)= PD PD "PF!) C6.17) 
则 PCx》 表示 决策 者 采用 马 氏 策略 二 (fos fo fm) 
后 的 系统 ?4 步 转 移 峰 率 窍 阵 。 


注意 到 当 有 = 《Cfo 14 对， 对 任何 时 刻 
1 EN, 及 1 时 刻 系统 所 处 的 状态 i， 决 策 者 按照 策略 7 所 采取 
的 行动 规则 应 唯一 确定 ， 因 此 折扣 目标 可 写成 


Velr, i)= PP DY PAY jl i}r (11)) 
1=0 了 全 和 

其 中 忆 .(Y ,= 7 了 IFo= 1) 即 表示 决策 者 采用 马 氏 策略 地 一 (fo 下 

…， 大 ，…) 使 系统 在 t = 0 时 从 状态 证 志 发 ,于 时 刻 ! 转移 到 

j 的 计 步 转移 概率 。 于 是 ， 用 和 矩阵 与 向 量 的 符号 来 书写 ， 折 扣 目 

标 又 可 写成 


Valr)= 3.BPCOT) rp 
t= 


2， 衬 稳 策 路 及 其 性 质 

定义 6.5 设 开 = 二 tft， “人 HH 车 对 每 个 1 全 入 均 有 有 
f= 了 ， 则 称 它 为 《确定 性 〉 平 稳 第 略 ， 记 和 作 ， 全 体 平 稳 策 隋 
所 成 之 集合 记 作 71， 称 它 为 平稳 策略 类 。 显然 有 C7 纪 
LT 

当 采 用 平稳 策略 时 ， 折 扣 目 标 可 写成 


Volf™)= 2 PPCm)rCA) (6.18) 
T= 
下 面 我 们 介绍 平稳 策略 的 一 个 重要 性 质 ， 
定理 6.19 在 折扣 模型 中 ， 有 后 (0，1》 EF, P(tf)= 
(PIC71r，FCi)))io 期 有 
(1 矩阵 了 一 8P(f) 的 逆 阵 存在 ， 且 有 有 
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[了 一 月 PC) 一 > PC) (6151 
E= [由 


(C2) Vtf y= rr Cf TEPID sf™} (6. 203 
其 中 Ys(f") 为 采 肛 平稳 策 略 寺 前 折扣 目标 函数 。 
证 明 “1 >》 对 于 任 给 的 对 会 让 ， 恒 有 
CT HAPCF IEP FY HF HEP™ CF) 

(Cf AP PF) (68.21) 
池上 虹 天 ELV ，1)，P"t 了 f) 为 非 负 实数 元 求 枸 成 的 【 界 方 哄 ， 
纹 n >oo 寻 有 PC 了 -> 09， 即 当 +# 充分 大 时 ，(6.21) 站 寿 
漠 行 如 式 异 于 零 。 由 于 两 个 同 阶 方 陈 线 积 的 行列 式 畦 于 备 闻 诬 行 
列 式 的 乘积 , 故 知 7 了 一 8BPI 让) 的 行列 式 不 为 堆 , 因而 了 一 8P: fi 
的 北 阵 存在 ， 或 有 

1 
DY BPCFY CT PP FD —APCF))" 
下 二 0 
两 边 取 极 限 % 一 ce， 郎 可 得 (6.19) 式 。 
{3)】 由 前 知 ， 当 ={fo，，f， "时 罕 
r= Pf PO PU 
今 呆 用 平稳 策略 =f 一 (ff， 有 
Pray=P"(")= PFIPIF) PIF = POF = Pf ), 
由 C6.19)，(6.18》 式 因 折 世 日 标 阮 数 为 


Vf™)= > Pa)r -| 2 BPC) (rtf) 


太一 避 中 一 


-CT AP rf) 
上 式 硕 扣 同 左 科 了 一 8Pi 了 DJ， 经 移 项 即 可 得 【6.20) 式 。 门 
对 千 仔 给 的 决策 蜀 逆 了 了 己 万 ， 仿 二 06.20) 或 定义 一 个 1 维 
列 向 号 公 1 维 训 庙 讲 的 变换 7,: 
Ld CB . 22) 
我 们 来 研究 变 换 了, 的 性 质 。 
401， 


定理 8.11 设 了 会 严 ，7 了 + 为 由 【6.23] 式 定 六 的 变 的 。 了 
与 六 为 两 个 1 维 列 向 晤 。 

(1) 若 矿 污 启 ，。 则 有 TV 了 TV '、 册 讶 的 了 是 音调 的 ， 

(2) 车 TV， 则 (站 守 矿 其 中 elJ™》 为 采用 下 
藉 策 略 5 ==( ff， 于 ，") 时 的 折扣 上 自 标 。 同时， 苛 粘 “r 
政 为 “> ”。 类 似 结论 仍 成 立 。 

证 明 (1) 由 {6.2 引 式 有 

TPT-—TH =r (+BP FV rf) BP FIV 

PCF I —1") 

由 于 记忆 C0, 1)， 了 Cf) 的 所 有 元 素 非 贫 县 题 设 矿 交 依 ， 
因而 有 


TT 
{23) 著 了 开矿 ， 条 用工 的 单调 性 让 
T=T TIETIY 
用 煞 学 归纳 法 可 以 证 明 ， 邓 任何 # 所 NN 均 窒 
fr eT 
即 用 
TH =r CF)HAPE Fr CFT TBP") 
CFTPPEOIV Dr FTBPOIV =TIr 
在 上 式 两 端 ， 令 # 一 =， 再 注意 到 PP( 了 )F 一 0 与 (6.18) 式 ， 
即 得 
Vatf™) TL, 
又 由 题 没 了 VV 守 广 ， 故 有 Valf") 守 广 ， 至 于 将 " 洁 ” 改 成 污 ”" 的 
证 明 是 类 似 的 . 名 
定理 6.128 这 二 为 一 马 氏 策略 ， 即 一 (天 ， 疡 ， 廊 ，…) 
Ho 若 T" 是 月 屡 优 ， 则 #5* 在 411 一 0 时 刻 的 决策 规则 (西数 1 太 
所 攀 成 鸭 乎 稳 策 覆 矿 对 同一 8B 也 是 最 优 的 ， 
证 明令 产 = (六 ， 访 六，…)》， 即 空 是 由 天 去 掉 革 一 0 时 
的 决策 规则 fo， 然后 把 时 间 轴 往 左 移动 一 个 时 有 段 所 得 到 欧 相 应 天 


* 402 + 


第 规则 、， 出 于 5" 是 最 优 ， 故 月 


Vel rw) Vater") 
和 用 (6.22) 式 定 义 的 变换 及 其 单调 人 性， 有 
TV oF) TV ale) (6.23) 
由 于 
TV Ci) = r (fo0) + BP DY oF) C6.24) 


i 


1 拆 扣 目标 定 必 及 区 一 (人 fs fa “i 有 
Vo)= 7 ff 十 POP CD 十 记忆 
《7 已 {fs) r {fs) 士 … +A" PF) 
PO PD rf) te 
将 上 式 代 入 【6.24 式 并 和 用 (65.17) 式 得 
TV rr GOH PP Cf TD TCD 
+PPOAD PO) r (fot 
+APOFDY PAD Pi TT fu) th 
=r fHPHDT GDTEPD PC Tr HY) 
APFIPIf DP) r Cf? 
+ tp PF PAD PIfOYY (Cfo) t+ 
=r {ft rr tf. 
十 Pr) (fTH I RY) r (fg) 
| 十 el Pra*) 了 (7 二 er 
peat) (6 .25) 
将 (6.2 梧 代入 (6.23) 式 得 
JCY Vom’) 
利用 定理 6,11(2) 之 结论 ， 可 得 
Ve eral) 
让 于 x* 是 用 最 优 的 ， 故 区 有 
Vtm*) = pf®) 
邯 启 对 同一 鼎 也 是 最 优 策 略 。 口 
综合 定理 6.9 与 定理 6.13 的 结论 可 得 由 如 下 事实 ， 在 全 体 入 
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陪 尖 厅 上 守 求 最 仿 锁 略 ， 等 价 子 在 平移 策略 类 4 上 寻求 景 优 策 
后 。 夺 为 在 J7! 上 所 非得 的 疡 最 优 平稳 策略 ， 在 全 体征 路 类 17 下 ， 
对 间 一 上 来 涪 ， 它 同样 是 最 优 的 ， 考 碟 到 当 状 态 集 5 为 行 际 雇 共 
所 有 -402， 生 S 均 有 限 的 假设 下 ， 羡 ; 仅 包 含有 限 个 不 导 的 
元 素 ， 或 仅 有 右 限 个 平 黎 策 略 ， 这 就 使 得 寻求 最 优质 赠 的 疝 题 大 
为 简化 。 

3. 求解 方法 

以 下 介绍 穷 举 法 、 策 略 述 代 法 和 和 逐次 捞 近 法 三 种 上 方法 . 

《C127 穷 举 法 

穷 举 法 的 大林 思想 为 首先 列举 出 该 MDP 问题 的 所 有 (有 和 根 
个 平移 策略 ， 然 后 计算 未 对 应 钧 折 所 日 标 函 数值 ， 并 通过 对 这 
学 折扣 量 标 带 让 信和 外 比较 来 求解 最 优 秆 荔 数 与 景 优 策略 . 然而 考 
涉 到 在 计算 最 优 值 范 数 时 要 计算 抵 阵 卫 (7) 的 上 次 知 (k 一 00)， 

计算 刀 极 大 。 为 解决 上 述 困 难 ， 可 利 骨 (6.20) 式 ， 通过 求 解 线 

位 方程 来 解决 。 

例 6.8 设 有 一 工厂 为 市 场 生 产 某 种 产品 ， 每 年 年 初 对 产品 
的 销 贷 情 沈 进 行 一 次 检查 ， 其 可 能 结果 有 二 种 ， 销 路 好 所 为 状 
态 1 ) 和 销路 差 《 记 为 状态 2 )。 若 销路 好 一 年 可 获 利 6 千 元 : 若 
销路 差 一 年 要 亏本 3 于 元 。 在 每 个 状态 工矿 管理 人 人 员 采 用 的 行动 
均 有 二 个 ， 不 登 广 告 《 记 作 8》 或 登 广 告 ( 记 作 c)。 若 不 登 让 
告 ， 自 然 无 广告 发 ， 若 登 广告 ， 一 年 要 花 2 千 元 广告 费 。 对 于 今 
年 多 各 和 神 状 态 及 所 采取 的 行动 ， 由 于 各 种 随机 因 索 的 于 搞 ， 转 为 


衷 6-? 
行动 和 概率 报酬 《 千 元 》 
策 济 了 —— 本 . - 一 - .一 | 

a Fei) PCili £010) | Proris fi | ria, 1) 

1 i 二 : 0.5 . 0.5 | 6 

5 0.8 : 0.2 4 

; nh : 性 ,1 | 0 一 

3 !' ee | 0 | 0.3 | -5 

i 
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下 年 初 杀 站 王 各 各 吕 程 放 层林 需 夸 费 的 费用 见 表 6-2，。 工 厂 靖 基 
考 息 江 基 上 折 划 期 户 履 益 ， 取 近 和 因子 月 一 0.9， 求 操 息 第 矿 及 训 
全 

饼 ”由于 状态 集 S 二 {1，2}， 行 动 集 妇 /Ai1) 二 AC2)= 
{65、6}， 故 诬 马 氏 决 策 过 程 的 决策 瑶 则 总 其 号 丰 由 个 ， 它 们 分 
别 是 : 


在， 一 了 | 2 一 工 
于 一 4 i= + 

5b f=2 | c, i 一 2 

tt， 一 Ci 一 1 
站 了 人 一 一 

H， 二 二 2 ({ a f= 二 2 


”也 可 写成 


f=(F(1), fC2))=(b., b), 
g=(g(1), 9g9(2))=~bh, oe), 
A=(h(1), RC(2D=(ce, b) 
p=P(1), PC(2))=(0e, c) 
F! 定 理 6.10 知 各 平稳 策 络 对 应 的 折扣 目标 值 应 满 症 如 下 线性 方 
程 组 ; 
(i | 人 1 
一 十 
reg，2) “+r{2, f(2)) 
(Co ji10) Piall, fCO1YY) 
PC1 82， 27) poala yen)) 


(人 ] ) 

(6 .267 
Valtf*, 2) 
以 下 分 别 计算 采用 平稳 策略 让 ，g"， 和 “，9" 时 所 对 应 的 


折扣 且 标 函数 代 
当 取 平稳 策略 一 1 一 { 了， 了 ，…) 时 ， 由 于 有 
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rfFrfi) 1) rib, 1) 6 
人 

ra) 2 \r{p, 2) 一 3 

人 fF{1)) PT2E1， 2 
Pell2, fi2)) Pi2l2, fC2)) 


(人 by Pr({2|1, ” ( 站 

PKII2，)》 P(21l2, 6b) D0.4 0.8 

转 上 述 r (ff) 与 PCf) 代入 (6.36) 式 ， 取 月 一 0.9 可 解 得 
Vostf = tf, 1 Fe 天 2))=(5.49, 5.60) 


类 和 伺 地 了 平稳 策略 下 一 一 9，8，、，…)》 上 时 ， 岂 于 有 8 = 
CaC1)，9C2))==(b，o)， 圾 相应 地 有 


6 0.5 0.5 
| ) pe) -| ) 
一 5 0.7 0.3 


将 上 述 ” C9) 与 已 53) 代入 《6.26》 式 并 取 忆 =0.9 可 解 得 

Voto) (ostos 1), Vo 2))={18.05, 8.73) 
后 挂 可 求 得 接 他 二 个 平稳 策略 所 对 应 的 折扣 目标 函数 值 为 

ooh) = Po, 1), Vosth”, 20)=(20.31, 9.38) 

Voatp”) = {ro (Pp", 12, Voatt”, 2))= 
{23.20, 12.31) 

比较 上 述 求 得 的 各 折扣 目标 枚 数值 ， 巾 于 有 max(V ,6(f*)， 
PV) 下 知 V0.stP") 是 最 
做 值 函 数 ， 对 应 的 平稳 策略 w” 对 于 已 一 0.9 为 最 优 策 略 。 量 然 . 
这 样 的 计算 比 搜 定 六 计算 无 穷 级 数 和 要 容易 得 多 。 

在 求解 上 述 问 题 时 ， 人 人 们 一 定 会 产生 两 个 疑问 ， 《1 ) 计 算 平 
穆 策 略 所 对 时 的 扩 扣 目标 值 时 ， 线 性 方程 组 (6.20) 之 解 是 否 存 
在 且 唯 -…? 2) 在 比较 各 折 招 目标 函数 值 之 大 小 时 ， 由 于 竹 一 个 
折扣 目标 均 基 一 个 列 向 量 ， 因 丙 上 述 比 较 本 质 上 是 一 个 向 量 的 比 
较 问 题 ， 屠 和 名， 是 可 一 定 存在 一 个 最 优 折扣 绅 标 向 量 《 该 向 量 的 
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各 分 其 应 该 是 各 比较 向 量 对 应 分 量 的 最 大 老 )? 然 而 考虑 到 (6.20: 
陈 即 为 
CI—APCF Detfn) 一 CCF) 

玉宇 再 8.10(1) 已 证 明了 一 8PCf) 的 逆 扼 阵 窒 在 ， 玻 [aC1") 
的 在 在 与 赚 一 铂 是 明显 的 。 至 于 问题 (2 )， 只 需 注 涪 介 定理 6.9 
与 定型 5.12 的 结论 ， 该 MDP 折 和 扣 摸 型 的 其 佐 策 隧 必 可 在 平稳 策 
略 炊 杂工 找到 ， 亦 即 一 定 存 在 一 个 平稳 策略 启 宇 ?， 使 高 寺 
任 和 工会 万 而 言 是 忆 折 扣 基 优 的 ， 丙 击 问 题 (2 ) 的 月 各 让 运 背 
十 的 。 

没 二 所 包含 的 决策 阻 效 有 Tr 个 ，S5S 所 包含 的 芍 态 庆 为 1 个. 
址 运 遇 穷 健 法 求解 应 用 问题 时 需求 智 了 个 线性 方程 组， 而 其 中江 
个 各 性 方程 组 中 由 i 个 来 知 莉 与 1 个 方程 构成 。 这 对 于 一 些小 型 
局 题 【 良 下 万 乌金 的 雇 策 函数 个 数 去 少时 ) 而 言 仍 不 撩 为 一 个 可 
行 各 自 法 ， 但 当 = 较 大 时 ， 其 计算 量 将 十 分 繁重 ， 为 此 应 寻求 新 
的 算法 。 

《2 ) 策略 鞠 代 活 
定 尝 #.13 设 一 个 给 定 的 策略 和 普 ， 若 对 所 有 的 了 振 书 ， 
的 有 


Tan eat") 
则 x” 是 如 琉 优 策略 ， 其 中 变换 了 由 (6.22》 式 确 定 ， 
证 明 任 取 马 氏 策略 T= 二 (fo fi fo "局 对 和 fr 人 
作 变 换 7’,、 根 据 题 设 ， 我 们 有 
Tr Ven) rr (Cfo) TAP OV a ) pn) 
再 用 7 .| 作用 于 上 式 两 端 并 利用 变换 的 单调 福 有 
TT Fan ET Var) a(n") 
此 即 为 
Ti tr (fa) TAP aR) = 
r Cf NHBPO DT (D+PP 
(fs) Pf er Yr et) 
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仿照 上 述 作 法 ， 逐 深 帮 用 可 得 
PTT, Cr) Td pl” gn) 
迎 辑 为 
TCT eT r= T Cfo) BP) 地 (Cf) +eaP(f) 
PO (fT HEPA POD Dio) 7 
(fFOT PIANOPOOD PAD a er (ft 
BPiCryr (fFEP (CR) (fo tt A rr (ff) 
十 Pm Vo) Cm) (272 
《6.27) 起 的 第 二 个 等 式 科 用 了 (6.17) 式 、 考 讶 到 Per ] 并 
示 用 策略 让 二 (ff6， 了 fi，-……)) 时 的 前 上 十 鞋 步 转移 概率 旗 洗 ， 
藏 所 有 元 囊 霉 为 非 页 ， 各 行 之 和 均 为 1， 有 EC0，)， 牙 当 
站 一 co 半 ，(6.27) 式 中 之 项 
站 PT 了 ef 
现 对 (6.27) 式 丙 端阳 极限 a 一 co， 可 得 


Va wr)= DD) PP (mE) r (EV al’) 
上 =0 
此 其 说 明 ， 对 于 任 给 的 zh， 人 以 有 VaC7 DVatr*)， 故 知 x* 
是 最 优 筑 略 . O 
利用 定理 6.11(2 ) 及 定理 6.13 的 结论 可 得 如 下 策略 迭代 法 
的 算法 步骤 ， 
1 任 取 一 个 决策 规则 f 忆 下 ， 解 线性 方程 组 


ri, FCOD+TB DPC FOINDVCI) 
iES 
Vi), iES (6. 28) 
其 解 V CD 了 i) iES={1， 2,，*…， 11), 
2 ” 将 步 驴 堪 求 得 的 (1)，iES 代 入 下 式 ， 以 寻求 一 
个 新 的 决策 函数 9 一 (9 (1)，9 (2)，…，48 (1)) 马 FP， 使 其 
各 分 量 分 别 满足 下 述 关系 式 


28 。 


max rii, oa)+F 2 Plyjis, ovet) 
a di E's 


ri oi)+th POP gf 了 rr 
jES 
ri, FCOiD+A 2 PT f (iNVCI) 
iES 
1 ES 《6 .29》 
注意 ， 若 同时 有 几 个 as 使 (6.29? 式 堪 端 达 景 大 ， 则 可 任 取 其 一 
作为 9Ci)， ES。 
3” 车 对 所 有 i 让 记 S，{6.29) 或 均 成 立 等 式 ， 刚 终止 计算 ， 
并 有 结论 ， 产 为 用 最 优 策略 ， 车 至 少 存在 一 个 工 E S， 使 人 6.39) 
式 成 立 严 格 不 等 式 ， 则 以 9 代 共 了， 并 转 入 步骤 人 并。 此 时 有 结 
论 Fofg” Fof 广 )。 
下 面 我 们 来 说 明 上 述 算法 步 又 的 原理 。 对 于 任何 -- 个 决策 规 
出 f 记 琅 ， 由 算法 步骤 2 所 定 出 的 9， 车 按 矩 阵 、 向 艾 和 信号 书 
写 可 写 咸 为 
rto)+hProgr ef er (ff) +APCF VF) 
由 《6.20) 式 及 (6.22) 式 知 ， 上 式 即 为 
TV ae(f") Velf") (6.30) 
由 定理 6.11(2) 知 ， 有 
Va(g™ rsf" 
由 此 可 知 ， 经 步 又 2' 所 得 的 g” 至 少 是 与 f° 一 样 好 的 策略 、 现 
分 两 种 情况 来 讨论 ， (a) 厦 (6.30) 式 等 号 成 立 ， 则 由 (6.29} 
式 ， 对 任 给 的 户 算 严 ， 必 有 
FChIHAP RVa "Er(9) 
AP Gg)Vea(f) =V elf") 
此 有 即 为 
TV ett) ref™”), hEF 
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则 定理 6.13 后 产 是 所 项 优 筑 唉 ， 已 达到 我 们 的 目的 (7 车 
.30) 式 成 立 严 格 不 等 续 ， 部 有 
Ta ret") 

匣 上 出 定理 6.11{2) 知 有 Vg >Fa(f， 凤 97 量 比 fm 盏 好 的 
锯 蜀 ， 这 使 策略 得 到 改进 。 根据 算法 步 台 ， 特 转 入 步骤 1， 并 
重 和 提 革 述 计 算 ， 直 到 程序 终 耻 。 其 中 需 说 明 前 是 ， 衣 于 亚 为 有 限 
佬 ， 商 每 沈 涂 代 都 实现 严格 改进 ， 困 此 不 会 发 生 箱 环 现象 ， 即 经 
入 广 限 次 近代 后 ， 将 无 法 再 作 改 进 ， 则 此 堵 的 fF， 入 提前 述 论 
证 ， 它 必定 在 全 体 策略 类 末 上 是 六 折扣 景 优 的 。 

例 8.9 利用 策略 从 人 世 法 求解 前 述 便 6.8 中 的 MDP 问题. 

解 ec) 任 取 一 决策 函数 了 二 (fC1), fC(2)) 一 (bp.6b) 
{注意 ， 从 穷 举 法 知 7 0.,Cf*) 实际 上 是 最 差 的 折扣 目标 值 ) 作 策 
路 求 值 运算 ， 即 解 方程 人.28)， 可 得 


天 一 (1 2 人 一 人 ff， 
Vf™”, 2))={15.49, 8.60) 


将 工 述 许 算 的 天 本 入 (6.29) 式 ， 并 作 相 府 的 计算 ， 
入 下 刻 新 的 决策 卫 数 gi 一 (gC1)，g.(2)). 注意 到 .4 (1)= 
<p，c)， 圾 (6.29) 式 当 了 = 1 时 取 记 ==0.9 有 


mes| eC1, +8 > Plilil, brC?), 


i=1 


2 
rti,c)+p 2») Pilill, evi) | 
fiml J 
~—maxCls. 49, 16.187=168.16 
获取 gi1) 一 c，。 
拍子 Af2) 一 Cb，c)， 歼 (86.29) 式 当 于 一 2 时 承 月 一 0.9 有 


2 
mo 2 B+B DD) POil2, bPVCIY), 


1=1 
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3 
rl2,.0)+8 ?| P (jls, eYW, 6) | 


i= 1 
mx.60, 7,.521=7.82 
玖 有 取 9,(2) 二 2。 此 时 显然 有 YY.,0 C597 这 Vo.6 (Cf) 
ie) 以 =(C9 1 (2)7={5， 6) 代 荐 了 转 入 步 又 
瑟 作 策略 求 值 运 锋 ， 基 解 下 述 线 性 方程 组 ， 


ril, ec) ET 
人 | ) 


ra，oe) pl1l2, e) PC2l2y,c) 八 PC2) 4 
1， 
V2) 
或 有 
| ) ( 人 Viti) 
十 0.9 -| | 
一 5 0.7 0.3 八 产 (2) V2) 
求解 得 


={V 1), Vel 2))=(22.20, 12.31) 
fd) 人 以上 述 玉 ,代入 {6.29) 式 求解 9 一 (gf11 9027). 
与 上 阿 箔 ， 由 于 4 一 5，C) ， 极 (6.29) 式 了 = 1 时 有 


一 


2 
mul "C1 8 )+B 3) POli, bOV,(i), 


i=1 
2 i 
r(1, ec)j+p 31 PCFIl1， ea(7 7) 
F=1 
= EXCL21L 54 22.20) =223.,20 {B31. 


页 取 (12 二 5。 类似 地 由 于 AC23)=(b，c)， 基 (6.29) 式 
当 7 二 2 时 有 


" A411 ，: 


2 
me "2， 8 二 月 》 PCjl2, bY,CI), 
了 = 1 


rC2, oe)+p 》 Peii2, oo | 


17= 1 
一 maxrl11.64，12.31] = 一 12.31 (6.32) 

才 取 9.(2) 一 0. 

注意 到 gg 二 9 二 6，6)， 说 明 9g7 已 无 法 理 作 改进 满 呢 
算法 终止 计算 条 件 。 故 四 一 07 为 8 =0.8 之 最 优 平稳 策 跟 。 相 
应 地 由 (6.31) 与 (§.32) 式 确 定 的 最 优 值 函数 为 

Vag) = gs 1 Vogth, 2)7 = (22.20, 12.31) 

用 策 酪 选民 法 求解 上 上述 问题 时 ， 仅 需 解 其 次 线性 方程 组 《〈 穷 
举 法 则 需 解 目 次 线性 方程 组 )， 但 增加 了 一 些 凡 较 计 算 。 当 已 包 
含 的 元 素 越 多 时 ， 策 略 夺 代 法 较 之 穷 举 法 的 优越 性 就 越 火 。 

(3) 逐次 通 近 法 

逐次 通 近 法 通常 用 于 求解 微分 ， 积 分 方程 , 但 亦 可 求解 MDP 
鹊 折扣 模型 。 令 

M= max | rff oa) 
EACi) 
| i 二 SS 

B={F VIMe/{1 一 8)， VF 为 i1 维 列 辣 量 ，e 为 符 个 
元 素 均 为 1 的 1! 维 列 向 量 ;， 在 如 上 定义 一 景 优 变 换 了 为 

TF = maz T= max {rT (f+PP(CFYIV}Y, VEB 

FEF fEF - 


注意 ， 这 里 的 max 是 按 备 分 量 分 别 取 max， 即 对 任何 1 蕊 $S 有 


《了 7 一 ma WD PE 
fiiIEACID jES 


Cv) 


对 任何 西 个 这，Y“ 毛 旦 ,我 们 引进 它们 之 间 的 距离 PL 为 
+ 412 “。 


py, Vr ahy Ve max VOI EE) 
EE 


我 们 不 加 证 明 地 引入 如 下 定理 其 证 明 见 文献 5127，。 
定理 6.14 对 任何 记 ， 所 六 ， 有 
(1) 工 在 8B 上 是 单调 变换 。 即 菩 六 守 ， 则 有 TV 27 ， 
[2 ) 人 在 互 上 是 系数 为 如 的 压 编 变 换 , 即 有 P TV.,T 了 TV ) 寺 
-Bp(F, VY), . 
(3) TT 在 8 上 有 了 叭 一 的 不 动 点 F， 见 兴 螨 方程 ZH=V 广 有 
唯一 有 界 解 3， 访 方程 称 为 最 优 方 程 . 
(4) 令 7"7 兰 了 对 所 交 播 环 地 定义 太太 一 和 [CT 全] 
当 # 一 oo 时 有 站 一 FS， 而 及 有 
pV, PHDEPT1 ~ AIDIV, V) (6.33) 
(C6) 二 max Valf")= sup Forr)， 即 上 其 最 优 值 
feEF TE 
上 述 定 理 告 诉 我 们 ， 对 于 BB 上 的 任何 一 个 了 维 列 向 重大 ， 只 
要 将 变换 了 (7 是 召 上 系数 为 月 的 压 绾 变换 ) 依次 不 断 地 作 用 于 
瞩 ， 则 最 终 必 将 收敛 寺 最 优 信 和 遂 数 全， 据 此 可 得 到 逐 雇 民 近 法 
的 如 下 步 又 ;: 
1” 人 尾 量 一 1 维 向 量 六 会 吕 。 
2” 归纳 屯 定义 向 量 序列 信和 二 会 六 让 
Vo = TV ,= pa {rfIFAP FV = C0) AP NY, 


此 中 的 max 蚌 按 分 量 分 别 取 的 ， 即 有 


太一 na | > PGs 了 人 
FE CTY . jES 


pr 1D +A Y) POIli, 


= 


PCDDmec iEs (6.31) 
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由 于 A(1) 均 为 有 限 集 ， 帮 天 一 定 存在 。 

考虑 到 初始 护 量 六 的 选取 将 影响 到 迷 代 所 需要 的 步 数 ， 因 
此 在 采用 逐次 逼近 法 解决 实际 问题 时 ， 许 根据 已 有 的 经 验 ， 尽 晤 
选取 较 优 的 向 量 作 入。 涛 无 先 验 知 识 可 用 ， 通 常 可 取 Ps0 或 
Vi)= max rri oa) ES。 若 取 后 着 ， 则 按 逐 次 捉 


在 全 (7) 

近 法 经 第 次 过 代 得 到 的 .下 好 就 是 从 0 到 ;周期 内 获得 的 最 优 
折扣 期 望 总 报 醋 。 另外 需要 指出 的 是 ， 一 般 来 说 ， 逐 次 通 近 法 并 
不 提供 一 个 得 到 最 优 策 略 的 有 限 步 达 代 算法 ， 事 实 上 ， 最 优 值 阔 
数 一 般 仅 是 向 近 ， 而 在 一 和 定 能 达到 ， 人 和 但 是 经 ”次 只 代 后 的 借 向 量 
请 .与 最 优 值 画 数 1 入 之 间 的 误差 ， 赠 可 以 通过 《6.33) 式 得 到 笛 
略 的 悄 计 ， 

例 5.10 利用 逐次 芝 近 法 求解 例 6.8 的 MDP 问题 ， 取 有 = 
0.9， 并 计算 # = 二 57 时 的 选 代 值 向 可 以 及 作 相 应 的 误 凑 估 i 。 

和 解 根据 逐次 通 近 法 之 算法 步 综 ， 取 六 ,三 0， 按 (6.34) 式 
作 一 次 达 代 运算 : . 


2 
(ED 一 max | a)+0.9 9 PCOII1, ort)| 
TEL F 


了 = 上 
=max{r(1, by; rl, ey=r{(1, b)=—56 


达到 右边 最 大 的 行动 是 6b， 赤 职 fi(1)= 5， 类 似 地 


2 
Vi(2)™ max re, a)+0.9 3! Pi712。 sp)| 
uAtE) 


7= 1 
=—max{r{(2, hy: rt2, c=r(2?, 有 1) 一 一 3 
达到 右边 最 大 的 行动 是 5 ， 故 取 (3)= 5， 热 后 作 第 二 次 述 
代 运 算 ; 


昌 
Vs(1)= max | oa)+0.9 3 Poli, eve) 
EAtl1) 


i=1 
=max{tt C1, b+0.9C0.5x 6 0.5x (— 3)), 
» 4 ， 


rl, 0)+0.900.8x 和 十 0.2x( 一 3 入 
一 maxf SB 二 0.9x1.5， 4 二 0.9x4.2} 
=maxt7.25, ?7.78) 一 7.78 
故 取 亡 (173=2， 娄 倍 坦 
{ 2 
{2 GD.9 2) Pei 
3 1) 1 


< 
[ | 
max| "2， 站》 二 日 DY PIII2D YAIY 


1 
rl2, cjtq.g », PCII2, | 
i=1 
=mar{— 3 +0.90,.4xX 6+0.6xX{— $)1,—$§ 
+0.900.7x +0.3x (0— 3)7} 
=maxi—2.946, —2.03) 一 一 2.03 
故 取 户 (2)= 0c 。 重 复 上 述 选 代 运 算 ， 将 # =57 次 迁 代 运算 结 
. 果 列 成 下 表 。 


1 和 
造 息 步 歼 咽 Vtl) | F(a jo-1t 1) | Fu-1t 2) 
0 中 
1 6 一 3 » b 
2 .7 -2.03 i ¢ c 
3 .34 — 0.65 e e 
10.54 ,65 人 | 各 
5 11.71 1.8 人 2 好 ¢ 
6 12.76 .87 2 ec 
YF 13.70 3.81 ce 
8 14.55 66 ce c 
9 15.32 5,d2 下 c 
10 16.01 B.12 © 
18 18.55 到. 六 让 人 2 
20 20.05 10.16 ¢ 上 e 
25 4.93 了 机 c 人 
30 避 1 4 二 11.85 可 5 
35 21.76 11.37 td 本 
dd 中 1 ,9 手 i 12.,05 好 
45 22-06 12 ,17 c 
50 22,13 | 12,22 他 e 
355 | 宇和 ,了 三 | 12 ,2 ¢ e 
57 ! 32 .15 12 .27 e 
, . | 


让 


不 难 验 证 Ves 还 不 潢 足 景 优 方 鹅 TF = , 即 Vs 还 未 是 最 
优 值 浮 狐 ， 内 此 还 需 继续 选 代 。 其 误差 估计 可 通过 (6.33) 式 
得 到 ， 

DO fygr VOM)eD0.9 (10. PO (0)~0.1479 
其 中 

有 《了 0) 一 一 
了 


上 述 估 计 得 到 的 充 为 误差 上 界 ， 共 真实 误 基 事实 上 信 例 6.9 已 算 
得 了 oolf") 一 {22.20，12.31)， 故 可 得 


如 (Vrs Vo 一 max ert f 一 到 了 站 04 
i 


在 采用 逐步 避 近 法 求解 时 ， 一 艇 来 说 ， 当 磷 代 次 数 # 足够 大 . 
时 ， 会 得 到 一 个 最 优 策略 ， 但 怎样 来 判断 所 得 的 平稳 筑 略 为 最 优 
呢 ? 我 们 建 说 ， 在 迁 代 中 ， 当 一 个 决策 函数 重复 出 现时 ， 襄 对 
所 进行 策略 进 代 算 法 中 的 筑 略 求 从 运算 ， 若 求 得 的 Vatf%) 江 
中 最 优 方 程 六 Y=， 就 终止 计算 ， 关 为 , 由 定理 6.14( 4),(5) 
可 知 为 8B 最 优 策略 ，Vatf*) 为 最 惰 值 函 煞 ， 否 赔 , 即 Ya!f5) 
不 满足 最 优 方 程 时 ， 风 需 继续 过 代 ， 此 时 可 了 权 VatfY) 作为 新 的 
Fi， 重 新 开始 选 代 ， 或 者 以 Yelf7) 代替 Fw 转 入 步 台 2 继 
续 壕 代 . 

比较 上 述 三 种 算法 ， 可 以 看 出 ， 策 略 进 代 法 当 状 态 宝 间 5 所 
包含 的 元 素 个 数 [不 太太 时 ， 是 一 种 有 效 的 算法 ， 它 比 逐 次 吐 近 
法 、 究 举 法 所 需 的 计算 量 要 小 得 多 ,但 当 i 大 时 ， 由 于 每 次 进 代 
策略 夺 代 法 要 解 } 个 未 知 量 的 个 线性 方程 组 , 所 党 计算 玄 甚 多， 
而 逐次 逼近 法 则 出 于 过 从 规 则 简单 ， 很 适合 计算 机 计算 ， 风 而 有 
它 的 优越 狂 。 因 此 采用 簧 赂 选 代 法 与 逐次 通 近 法 的 报 人 台 算 法 将 更 
有 效 。 


"” 4。 


习 题 六 


1， 环 明定 如 6. 中 当 公 有 上 靖 (f)》 为 随机 和 和 58ft) 和 与 5 (1》 均 为 靖 酉 ， 
村，70 篆 广 凸 集 。 

2 对 任何 癌 泣 0 集合 ro) = ]x? 是 规划 C6.5》 的 和 解 } 称 为 存 
辟 区 域 。 试 证 盟 在 规划 个 -所 中 只 有 6 (1》 是 随机 时， 从 有 7T" (x 为 
叫 集 ， 

3， 考 志 如 下 更 一 般 的 随机 线性 规则: 


minc (1. XX)} CB, 6) 
.ff Aix) 
-者 


车 气 (x) 的 各 分 景 帮 十 <x 的 过 续 四 消 数 ，7 评 一 加 定 的 *， 目标 函数 
cf， xx) 是 的 上 四 另 数 ， 同 峙 对 每 一 上 和 TY (ff，x》 风 是 % 汐 瑟 酒 
数 ， 记 规划 《6.35) 的 最 优 往 廿 数 为 7 {+t，5)， 试 证 明 rt1+,，5) 咏 
的 凸 散 数 。 

4. 构造 一 个 马 氏 决策 规划 的 诺 用 问题 ， 并 指出 共 五 元 体 中 各 元 素 在 庶 
用 问题 中 的 基本 沼 广 。 

6、 考虑 一 台 运 行 的 设备 ， 半 组 性 地 观察 其 状态 ， 设 每 次 观察 时 该 设备 - 
阁 儿 于 折 下 四 种 状态 之 一 ， 各 软 访 的 售 多 如 下 。 

0 一 设备 完好 ; 

1 一 设备 稍微 磨 握 ， 仍 可 用 ， 

2 一 设备 严重 磨损 ， 仍 可 用 ， 

3 一 设备 已 损坏 ， 不 机 能 用 。 
设 该 设备 送行 的 自然 万 损 规 律 具 有 无 后 效 忻 ， 陵 状态 的 一 步 转移 完 阵 为 


1 3 i i 
二 8 4 | 
1 1 1 | 
1 3 
必 一 一 一 一 
0 4 | 
\ 0 0 1. 


对 于 每 个 状 套 的 可 用 行动 措施) 集 为 
» di7 


na 4 YY 

本 7 
阁 措 施 的 含 驻 芒 费 用 如 下 ， 

0 一 不 加 措施 ， 嫩 举 午 产 ， 无 知 用 

5 一 大 条， 家 好 后 将 返 问 到 决 态 3， 作 弄 缴 需 400 元 

一 换 或 新 这 营 【 与 原 证 备 质 基 妆 园 ; 此 时 将 滥 回 到 状态 0， 需 费用 
间 罗 元。 其 中 修理 葛 与 挫 亲 丑 息 括 因 修 荆 与 热 狐 停产 的 损失 我 。 在 符 生 产 状 
坊 ， 略 音信 里 间 的 废 岂 各 计 弥 如 下 { 昔 售 ， 论 ) 。 


了 0 . 00 


攻 人 好 蕉 碟 4 个 由 筷 1N = S)， 求 详 麻 必 问 题 的 革 扎 俏 是 数 与 最 大 第 路 。 

8， 在 了 引 旺 5 中 取 折 扣 困 了 予 有 =n0 n， 用 策略 巡 代 活 求 沂 扣 呈 侈 平稳 
筑 略 大 最 亿 作 本 各 站 上 算 结 果 保 摧 二 位 水 吉 ?. 

?7， 在 习题 5 中 所 折扣 基于 月 = 8.9， 丰 逐次 扣 近 法 求 折扣 服 优 平稳 策 
名 及 最 储 省 画 问 (计算 结果 综 镶 二 位 小 政 ). 

8， 设 一 应 用 后 题 彬 用 马 优 决策 规 旭 鞭 折 操作 型 来 把 决 ， 今 设 该 站 题 的 
状态 ,各 状态 衣 竺 束 保 以及 相 这 的 屠 坊 转移 溉 囊 恩 阵 与 征 唤 如 下 表 .。 对 户 = 
9.1， 用 演 次 好过 小 准 解 (计算 结 流 碌 闪 位 小 覆 )， 并 结 订 其 近 己 和解 的 设 萃 ， 


ED re 


| 路政 概率 报 喇 
状态 1 1 ad 
| pl i dO penatis dy)! rit, dq) 
0 

| 。 | ta | 

1 i- - 一 一 一 
上 1 .74 | 3 7 £2 31 

2 5 Bd | 4 | 站 


3、 写 出 逐次 遂 近 汪 与 策略 这 代 法 的 漫 合 算法 的 步骤 ， 并 也 自 =0 98, 对 
《1) 习题 5 机 实际 系 获 ，(02)》 例题 .10 的 实际 系统 ，13) 习题 8 的 完 际 
深 统 分 别 作 相 应 的 求 佣 (其 计算 结果 的 禧 度 要 求 按 各 前 述 回 题 的 又 汶 7。 


"- A418 * 


附录 一 Stieltjes 积 分 及 其 性 质 


本 节 趟 加 证 明 的 简要 介绍 Stieltjes 积分 的 定 尺 及 其 基本 
性 省 ， 

定 沈 7?.1 设 杂 表示 用 点 Xo Xl， ww 对 区 间 [a， 记 所 
作 的 一 个 划分 ， 其 中 = 之 %/ 之 之 xo 二 了， 用 上 -未 示 x 一 


Kn a Xr 一 Xo 中 的 最 大 导 。 基板 限 ji y GG 


ri 1 1 
(C20 0 FX) 一 FC%,I( 其 中 x 于 2 和 1， ，-… 


存在 且 与 各 z; 的 选择 无 关 ， 则 称 此 极限 为 函数 G(x) 对 F(x) 
从 < 到 5 的 Stieltjes 积 分 用 符 号 | ， GCx dF(x) 记 之 。 


S$ 积分 有 如 下 存在 定理 与 性 质 . 
定理 7.1 车 函数 C4x) 在 [a ， 上 4 连续，F(x) 为 不 总 


(不 增 ) 苞 数 ， 则 | 。 GLx)dF(x*) 存在 。 


定理 7.2 若 积 分 [。 G(x) dF(x) 存在 且 FCx) 在 
co，56 J 内 每 点 都 具有 导数 全 《x%)。 Rieman 积分】 fe 
《x JP (x 2gdx 存在 ， 则 有 

全 GexydFtx)= {2 GIF Cx) ds 


定理 7.3 车 F(x) 在 [9G，6b ] 上 为 阶梯 通 数 ， 玉 (x)= 
Tb)， G(X) 在 [4949，65j 上 有 定义 且 在 w=e 


处 连 统 ， 且 | 。G Cx)dFCx) 存在 ， 册 有 


= 1 * 


hm Gx) d(x ) = 二 Grd x)=G(e) 


在 上 述 5S 积分 中 ， 特 殊 地 取 [G，523 沟 CD，13，F(*2 取 
为 集中 于 54， 1 j 的 分 布 通 数 ， 则 此 仿 积 分 即 为 二 人 零 和 连 绪 对 
策 中 所 见 到 的 各 种 期 望 值 .关于 S 积分 容易 证 明 有 如 下 性 谎 : 

定理 了 .4 车 定义 症 C0，12D 上 的 分 布 函 数 F(x)=91,, 
Cx) 二 TC 十 一 十 4rJa (x)， 其 中 污 9，1aL《%*) 为 阶梯 


Li 
施 数 ， i 二 1,， 2， "i 了》 一 1 0 dA 1， i 
1=1 


1 2 "me RP, 并 证 人 人 Cx) 在 站 个 点 Ci oy 0 外 连续， 
出 


多 他 [XRD 一 加 (ec) 十 Getfes) 十 十 aoc 


定理 7.5 设 F(x》 为 定义 在 [0， 13 上 的 分 布 函数 , 且 下 
列 各 SS 积分 均 存 在 ， 则 存 


(1) ,cdz)dFtz)=- | carcoot (|, 
所 于 ?ddFCYX 1) 0<w<c 15 
(2) | CG(Cx)+TQCxJadrCx)= | ， GCxI dF(x) 


+ | o QC)dF()s 
(3) 全 G(x)dcrGx)+PCx= | GCx) dF Cx) 
+ | GOx)dPrx); 


(4) {Gtx) dFCx) 一 上 | ， GLx) dF(x)， 名 为 
实数 ? 
(5) 全 GX) drRFCx) 一 中 | : GCx) dFCx), 


‘= A420 - 


为 实 萌 
6》 当 F(Cx)】 非 减 时 ， If GeoxydFtxz) <f i:G 
1 
(7) {dF FOF) 1 


(8) {GF GC FC) -GC0) FC0) 


一 |， FCxJydGCx) 

【an 如 潜在 F017 中 G(x) 志 Q(x)， 且 FCx) 非 碱 时 ， 
i ! ES 。 I i 上 
到 | sce) ar js DCxJdFCxy》 


427 。 


附录 二 ”随机 过 程 基 础 


本 节 将 介绍 随机 过 程 的 基本 知识 ， 并 不 加 证 明 地 简要 全 绍 几 . 
种 常见 的 随机 过 程 ，Poisson 流 ， 生 灭 过 程 、 齐 次 蕊 氏 过 程 的 定 
义 及 最 基本 的 一 些 性 质 ， 需 要 进一步 了 解 随机 过 程 知识 的 读者 可 
会 阅 文 献 [6 3、[13]、[F143、f15]、[167。 


(一 ) 随机 过 程 

在 工程 系统 、 社 会 经 济 系统 、 军 事 作战 系统 等 各 种 俩 域内 的 
系统 务 析 中 ， 首 要 的 任务 就 是 要 杭 清 在 系统 运行 过 程 中 各 种 状 套 
变 北 过 程 的 概率 特性 .如 进入 排队 系统 中 顾客 总 数 随时 间 钓 变化 
过 程 、 对 每 个 不 同 顾客 服务 时 间 的 变化 过 程 、 可 靠 性 系统 的 状 访 
变化 过 程 等 等 。 这 种 描述 事物 变化 过 程 随机 特性 的 福 念 就 是 随机 . 
过 程 ， 

定 久 7 了 .2 设 TC{ 一 oo，oo) 为 参数 集 ， 若 对 每 个 1 全 本， 
均 有 一 个 随机 变量 充 ( 1) 与 之 对 应 ， 当 1 取 遍 参数 上 什 牙 中 的 每 
一 值 时 ， 就 特 这 一 族 定 尺 在 同一 披 率 空间 (QQ，，P) 上 、 并 
依赖 于 了 的 随机 变量 集合 称 为 随 补 过 程 〈《 简 称 过 程 )。 记 作 . 
{YC1)，1+ 世 TT}， 或 简写 为 六 rz 。 并 称 随机 过 程 元 7 的 取 值 范 
围 为 该 过 程 的 状态 空间 ， 记 作 了。 

与 随机 变量 的 分 布 函 数 与 数字 特征 糙 念 相对 应 。 随机 过 积 也 
有 类 但 的 概念 。 考 左 到 在 过 程 { 式 (1)，+ 丘 7T} 中 对 应 于 每 个 
1 个 XC1) 为 一 随机 变量 ， 它 对 应 一 个 盆 布 通 数 户 ( f), 一 
个 数学 期 望 CKCt)] 和 一 个 方差 DEXCI1)I， 当 + 取 遍 参 儿 集 
中 的 每 一 情 时 ， 过 程 {XCt)，t 记 TT} 将 分 别 对 房 一 个 一 元 分 
布 函 数 族 (Ct)，f 扬 T}， 一 个 期 望 函 数 ECXEC1)1]，+ 扬 人 
和 和 一 个 方差 函数 DCXCt)J，+ 亿 个。 它们 从 不 同 的 旭 面 反映 了 
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该 请 机 过程 的 部 分 概率 特性 〈 要 完整 地 描述 过 程 的 袜 率 特性 ， 需 
引入 有 和 益 维 分 布 通 数 族 的 概念 ， 在 此 从 了 略 )， 


《二 ) Peisson 流 


十 光 7.3 一 个 取 非 负 幕 数值 的 随机 过 程 i( fy; 1 字 0} 
称 沟 县 有 答 克 4 六 0 的 Poisson 流 “又 称 Poisson 过 程 )， 若 其 满 
是 如 下 三 条 人 性， 

(ca) PMO0Y—= 0)=1 

(5) 对 于 生生 0 达 5 之 1， 增 量 Mfs， f= MC1)— 
Ms) 有 驮 茹 为 4 人 0 的 Poissomn 分 布 . 好 对 于 nn 一 0，1， 
2 ，…. 有 有 - 


Piets. 一 py 1 


(Cc) 过 各 {MM(1)，t 己 7} 具有 独立 增 若 性， 即 对 于 任 一 
正 连 数 2， 人 尾音 8 全 了 =0，>o)， < 之 tn 史 机 变量 
要 立 其 让 ,451) 
= DM 1 

根据 上 述 定 义 容 易 求 得 有 ELMCI1)J 一 放 ， 或 有 4 二 
ECMC410D7 车 以 ML) 表示 [CO ， 1) 内 到 达 排 队 系 统 的 
顾客 兽 数 ， 则 参数 4 表示 单位 时 间 内 到 达 系 莹 的 平均 着 客 数 ， 小 
又 称 为 平均 到 达 率 。 

Poisson 流 上 县 有 如 下 基 林 性质 。 

定理 7.6 设 rz，r，…，rm … 为 一 列 取 正 值 的 随机 变 量 


tt 
宗 列 ， 作 So 2 (1)=max{n15o< 1}， 则 (MC)， 
I=1 


i} 淤 具有 参数 41 记 06 的 Poisson 流 的 充 要 条 件 是 {fo，# 一 
1，2，… 小 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序 烈 ， 并 有 TTB,(4)， 
料 一 工 ， 2 | 


车 以 %。 表 示 第 ”个 到 达 系 统 顾客 的 到 达 时 肇 ，r 一 9 一 5。 
表示 顾客 的 相继 到 达 时 间 届 中 ， 则 由 上 过 关 系 式 郑 ， 好 ( 1) 表示- 
在 50，+) 级 到达 系统 的 顾客 总 数 。 于 是 定理 7.6 指出， 时 z 为 
Poisson 流 (参数 为 4 之 4) 的 充 要 条 件 为 顾客 的 相继 到 达 时 章 
间隔 To zw 独立 同 分 布 ， 并 服从 期 望 值 为 174 的 同 
一 负 指 狐 分 布 。 

定理 了.? 著 天 1 os ss 式 ,。 独立 同 分 布 ， 且 有 EE (X= 


(4> 0), f= FF。 作坊 ,= OX 则 有 四 


43， 即 5, 服从 具有 倒数 4 的 fF 阶 Erlang 分 布 。 
定理 71.8 设 MC Ff)， {> 0}, {M,C 1 )， fo 0 ,es {Ms 
C1)，f 疗 0} 为 # 个 和 互 独立 且 具 有 相同 参数 和 记 0 的 Poisson 


流 ， 作 MC1) 一 2] M1C1)， 则 {MC 1)，1! 六 0) 为 具有 参数 


i = 
94 的 Poisson 流 。 


(三 ) 生 灭 过 程 
定 放 了 .4 一 个 具有 可 刘 状 态 空间 了 = 10，1，2。… 苇 
随机 过 程 {NC 1)， + 党 0} 称 为 生 歼 过 程 ， 若 其 洲 足 如 下 畦 考 ; 


Coa) 对 任何 # 宇 0， 人 > 必 有 

Pouamt ft, f+AD=PONCGF ADR+LINE t+) 
htoCN) LPTO, =0,. 1, 3. 

《5 对 任 条 1，At> 0 布 

PosiCi, 1+AD= PONT FAD= Hn 1IN(Ct) 
R= oA) HO Nl, 2 

(0) 全 有 一 了 一 { 人 一 1， 开 并 二 1》 (当下 一 0 时 5 一 : 

{10，1}》 有 
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YY Pt, 1 +HAD= YY PENCGI HAD=IIN(GI T=) 
i a by ay 


= R= 1，2， 

十 述 三 个 特性 综合 起 来 可 作 如 下 解 容 ， 在 间隔 为 /i 的 一 小 
恕 时 间 区 问 内 ， 息 略 高 阶 雹 穷 小 项 后 ， 基 以 N(1) 玫 示 1 时 刻 
某 群 体 的 个 狐 ， 纳 该 群体 个 数 # 的 状态 转移 上 共有 三 种 可 能 ， 或 者 
上 .# 增 衣 一 个 (群体 出 生 一 个 )， 其 概率 为 如 Hi 或 者 从 全 减少 
一 个 《群体 死亡 一 个 )， 其 概率 为 #1; 或 者 群体 个 数 # 保持 不 
六， 入 概 率 由 前 知 为 1 一 C4 二 2AIC 当 #8 = 0 时 有 二 二 0)。 生 
肥 江 释 的 命名 理由 即 在 于 此 ， 

由 于 上 述 生 丈 过 程 感 下 六 个 数 为 可 列 人 个， 页 称 为 可 列 状 老 ; 
灭 过 程 。 娄 似 地 ， 可 建立 有 限 状态 生 灭 过 程 的 定义 。 即 状 上 述 隐 
扎 注 程 的 状态 空间 为 了 = 110，1，2，…， 有 1， 且 也 满 起 前 述 
《al (po (6) 三 个 条 件 ， 只 不 过 的 范围 改 为 Ca)t = 0， 
1 2 RO—1l1s (6b) N= 2, ', hs (eI)n=0, 
] ，2，…， 岂 。 且 当 # 二 衣 有 时 定义 S= 了 一 {一 1 ， 户 }， 则 
该 复权 过程 称 为 有 限 状 态 生 灭 过 程 。 

在 生 灭 过 程 中 ， 参 数 心 与 夕 有 其 特殊 的 概率 含 义 。 量 然 , 出 
前 定义 易 知 有 


Fi Pon ts, 1 +A 
”fo A 


; PC tt TT) 
jin i 
它 表 明 与 上 有 瞬时 转移 速率 的 含义 ， 故 赂 为 转移 强度 (或 转 
移 密 度 )， 
在 生 天 过 程 的 研究 中 , 通常 需要 解决 两 大 问题 ， 第 一 , 对 任何 
村 刻 +, 如 何 求 概率 PCNCE)= 48) 第 二 ， 极限 Jim PINCi) 


二 #4) 二 是 否 存 在 ? 局 。 能 否 构成 攻 率 分布 即 是 至 有 等 式 
* A425 。 


3， P= 19? 若 上 达 租 限 存在 并 档 成 疾 率 分 布 ， 又 小 如 何 求 
并 会 了 


Ps? 对 前 一 个 问题 的 求解 称 为 生死 过 程 的 轻 太 分析， 对 后 一 个 阿 
题 的 求解 称 为 生 严 过 程 的 稳 态 分 析 。 旨 于 朋 态 分 析 的 理论 比较 复 
杂 ， 故 在 实际 应 用 中 语 常 讨论 稳 态 分 析 〈 这 对 大 多 数 序 轴 问题 的 
求解 是 允许 前 ) 。 在 稳 态 分 析 中 , 若 极限 P, 存在 并 构成 概率 分 布 
由 称 该 生 严 过 程 能 达到 统计 平衡 ， 并 将 粮 率 分 布 {P。， #1 记名 
为 该 生 严 过 究 的 统计 平衡 解 。 下 述 定 至 给 进 了 生 严 过 程 能 达到 统 
计 平 移 的 -… 个 充 亿 条 件 。 . | 

定理 7.9 设 {N(1)，t 党 0) 为 生 灭 过程 ， 则 

(a) 和 若 了 为 有 限 集 ， 则 六 rz 恒 有 统计 平衡 解 。 

(5》 车 了 为 可 列 集 ， 则 下 述 两 个 条 件 是 丸 > 能 达到 统计 平 
衔 的 充 要 条 侍 ， 它 们 是 
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1 1 
» Te 本 < 


n= 


-rr 二 de 
其 中 二 1， 7 信守， 


定理 7.10 车 { 交 (7 )，+ 浆 和) 为 生 灭 过 程 《 有 限 或 可 列 
装 态 Yy， 关 知 其 能 达到 统计 平衡 ， 则 恋 生 瑞 过 程 的 统计 平衡 解 PP。 
可 由 下 式 计算 | 

PP, nnET 
P,= 1 7 了 Ty 
?二 了 
一 一 各 -ra 
其 中 一 1 = 二 Hatin Hs 


(四 ) 齐 次 马 氏 过 程 


定 多 7.5 一 个 具有 离散 状态 空间 了 一 40，1，2，…} 的 
随机 过 程 站 r= 二 {下 (C1)，{ 伍 个 } 称 为 蕊 氏 过 程 。 如果 对 性 意 正 


» d26 ， 


束 数 1 及 和 过 和 < 人 全 人)， 什 有 

PX = IXGD) = KU) i = ) 

= PX = 7 IX(s) = 1) 

其 忠心 ia， iiss 了 jC1， | 

上 和 式 称 为 马 氏 性 或 无 后 效 性 。 若 入 三， 让 ，… 加 3 表示 “过 
实 "， 机 .1 表示 “现在 ?， 表示 “将 来 ?， 则 马 氏 件 表 述 了 在 已 郑 
“更 在 ”的 系 续 状 态 条 人 性 下 ， 有 系统 “将 来 ”的 状态 几率 与 “过 去 ” 
是 无关 的 ， 窜 易 验 证 生 丈 过程 满足 马 氏 性 ， 故 知 生 灭 过 程 是 一 次 
特殊 的 马扎 过 程 。 | 

当 使 用 蕊 氏 过 程 来 描述 窑 驶 事物 的 变化 过 程 时 ， 由 马 氏 性 得 
知 , 该 变化 过 程 的 转 称 规律 可 用 转 移 概 率 PLY(t5)=7 了 XC1D)= 
?1)，f 之 :来 刻 划 。 一 般 来 说 ， 此 转移 概率 是 s， 1 ，j ,i 的 
开元 函数 。 特 殊 地 ， 当 此 半 移 概率 函数 仅 依 赖 于 5 一 + 、i 及 j 
时， 网 秋 该 马 氏 过 程 为 齐 次 马 氏 过 程 ， 在 齐 次 马 氏 过 程 中 ， 若 设 
3 一 了 二 Af> 9 时， 则 有 

Pul1s s)=PXCs)= i IX(1)= i)= P(X(I = 

< 有 一 了 | 下 (一 了 
= Pit 4H) 

期 在 时 间 区 间 5+， 上 十 < 上 的 转移 概率 与 该 时 间 区 间 移 起 点 
1 无 关 ， 人 依赖 于 时 间 间 阿 ft， “ 齐 次 ”的 会 尺 即 在 于 此 。 容 易 
.验证 生 灭 过 程 也 是 齐 次 蕊 优 过 程 的 一 种 。 

类 似 于 生 买 过 穆 的 研究 ， 章 次 一 民 过 程 也 要 讨论 其 瞬 六 分析 
与 稳 态 分 析 两 类 问题 。 而 在 稳 态 分 析 中 ， 人 们 同 栏 要 解雇 如 下 两 
个 问题 ， 极 限 im Put { ) 二 是否 存在 ? 能 否 构 成 概率 分 布 


》! P= 1? 满足 上 述 条 件 的 最 率 分 布 1P， 了 E 了 } 称 为 该 马 
jET 
把 过 程 的 平稳 分 布 ， 又 称 稳 态 分 布 或 统计 平衡 解 、 

对 于 任何 一 个 实际 系统 来 说 ， 如 能 求 出 该 系统 的 状态 :转移 概 
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率 PC 1)， 风 令 1 ~ 后 后 ,上 述 两 个 问题 的 求解 是 不 国难 的 。 然 
而 刘 筷 的 是 ， 对 于 大 多 至 灾 际 问题 来 说 。 大 们 很 玲 求 出 了 Py( 1 ) 
的 国王 表 让 式 ， 但 好 在 再 以 根据 试验 、 既 验 或 理论 准 旺 来 求 得 所 
诊 必 窜 度 红 阵 ， 有 从 而 可 通过 密 庶 于 阵 来 解决 上 上 述 问题 ， 

定 愉 ?7.6 齐 次 马 氏 过 程 { 玉 (1)，+t 记 TT} 的 密度 短 阵 是 指 
姓 极 股 gq; 鸭 元 束 所 构 起 的 失 阵 已 一 (2 1，j 世 1 了。 其 中 心 ， 
出 下 式 决 定 。 


i 


dt D2 > jim PA — Po( dD) 
Perf 


0 


它 表 示 齐 次 马 氏 过 程 羡 ? 在 某 时 刻 上 从 状态 工 转移 到 状态 了 的 上 贬 
竺 转 移 速 率 ， 故 称 为 转移 密度 或 转移 强度 。 尾 殊 地 , 当 i = 7 时， 
则 定义 er 一 一 9， 并 称 其 为 齐 次 马 氏 过 程 Xy 对 状态 /的 瞬时 通 
对 有 限 状 态 空间 的 齐 次 马 氏 过 程 ， 转 称 密度 有 如 下 特性 
1 gy YY， 和 了) 存在 且 有 限 。 


2° 和 0 或 Gd 一 2) qi iECI, 


了 5 

为 了 讨论 系统 的 稳 六 分 析 ， 还 需要 状态 的 互 泪 与 不 可 分 的 概 
念 ， 现 介绍 如 下 。 

定 巡 7.7 设 齐 次 马 氏 过 程 六 z 有 状态 空间 1 ， 若 存在 1 疡 

， 使 有 Pit) 0，i， 和， 则 称 该 过 程 Xz 可 从 状态 
1 过 杖 态 ， 并 记 作 1 一 了。 如 果 有 i 一 站, 同时 又 有 7 一 1， 
则 称 状 态 1 与 i 互通 ， 记 作 i = 。 若 过 程 怀 rz 的 所 有 状态 均 互 
通 ， 则 称 访 齐 次 马 氏 过 程 4y 为 不 可 分 (或 称 不 可 绚 )。 

状 坊 互通 这 一 概念 是 很 区 理解 的 。 例 如 设 及 (1) 表示 工时 
刻 某 商店 的 顾客 数 ， 取 宇 一 2， 二 3， 则 由 于 顾 容 的 不 断 到 
来 与 离 去 , 故 总 存在 时 间 问 贤 姑 与 如 ， 能 使 Ps 0 和. 
卫 ,,0) > 0 。 这 就 说 明 该 齐 次 马 氏 过 程 (商店 顾客 数 的 变化 过 阜 ) 
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攻关 态 2 与 入 开 道 的 |， 

下 述 :宇和 型 给 出 了 有 限 状 态 齐 次 马 氏 过 积 平 诅 分 布 椰 在 的 这 分 
王 必 辽东 人 染 疗 法 。 

家 开 7.11 证 必 7 一 fi 车 7 蜀 上 其 在 陛 装 态 室 汝 的 
天 六 二 氏 过 程 ， 了 一 0，1，2，p， 有 荐 汉 :的 所 有 状 雯 
均 万 伙 ， 旭 该 过 程 芒 7 的 平稳 分 布 训 7 全 7: 必 存 在 ， 且 痪 中 
如 下 方程 组 ， 


2 Pou=0, iE 


其 中 gi 为 臣 ; 的 转移 窗 座 . 

车 去， 为 可 列 状态 的 齐 次 马 氏 这 称 ， 旧 能 还 色 统 计 平 衡 状 态 
{ 或 平稳 分 布 存在 )， 则 可 职 评 明 其 缮 稳 分 布 仍 油 足 上 述 方 程 组 。 
但 送别 能 大 达到 统计 平 窒 状态 的 条 件 较为 复杂 ， 在 此 从 晤 ， 
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